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Àííîòàöèÿ

�àññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ãàììåð-

øòåéíîâñêîãî òèïà ñ ñèììåòðè÷íûì è ñóáñòîõàñòè÷åñêèì ÿäðîì. Óêà-

çàííûé êëàññ óðàâíåíèé âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ �èçèêè è ìà-

òåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ òàêîãî õàðàêòåðà âîç-

íèêàþò â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè p-àäè÷åñêîé ñòðóíû, â êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè ãàçîâ è â ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìè÷åñêèõ çàáîëåâàíèé. Äîêàçûâàåòñÿ êîíñòðóê-

òèâíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî îãðàíè÷åííîãî íåîòðè-

öàòåëüíîãî íåïðåðûâíîãî è ìîíîòîííî íåóáûâàþùåãî ðåøåíèÿ. Â êëàñ-

ñå íåòðèâèàëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé äîêàçû-

âàåòñÿ òàêæå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè-

ìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà

âñåé ïðÿìîé ñ ïî÷òè ðàçíîñòíûì ÿäðîì. Â êîíöå ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ

÷àñòíûå ïðèìåðû ÿäðà è íåëèíåéíîñòè, èìåþùèå ïðèêëàäíîé õàðàê-

òåð â âûøåóêàçàííûõ òåîðèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

âîãíóòîñòü, ìîíîòîííîñòü, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, îãðàíè÷åííîå ðå-

øåíèå, ñâåðòêà, ïðåäåë ðåøåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.
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Abstrat

A lass of nonlinear integral equations of Hammerstein type with a

symmetri and substohasti kernel is onsidered. This lass of equations

is enountered in many branhes of physis and mathematial biology.

In partiular, equations of this nature arise in the dynami theory of

a p-adi string, in the kineti theory of gases, and in various model

problems of the mathematial theory of the spread of epidemi diseases. A

onstrutive theorem on the existene of a nontrivial bounded nonnegative

ontinuous and monotonially nondereasing solution is proved. In the lass

of nontrivial nonnegative and bounded funtions, the uniqueness of the

solution is also proved. The results obtained are used to study a nonlinear

integral equation on the entire line with an almost di�erene kernel. At the

end of the paper, partiular examples of the kernel and nonlinearity are

given that are of applied nature in the above theories.
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�1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè, à òàêæå àíàëèçó íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ íåòðèâèàëüíîãî

íåîòðèöàòåëüíîãî îãðàíè÷åííîãî íà R
+ := [0,+∞) ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî

êëàññà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

f(x) = λ(x)

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(f(t)) dt, x ∈ R
+

(1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè f(x). Â óðàâíåíèè (1) �óíêöèÿ λ îá-

ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) λ ∈ C(R+), 0 ≤ λ(x) ≤ 1, x ∈ R
+,

2) lim
x→+∞

λ(x) = 1, 1− λ ∈ L1(R
+).

ßäðî K îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå R := (−∞,+∞) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

a) K ∈ C1
0(R) ∩ L1(R), K(−τ) = K(τ) > 0, τ ∈ R

+,

b)

∫∞
0

K(τ) dτ =
1

2
,

∫∞
0

τK(τ) dτ < +∞.

) K(τ) ìîíîòîííî óáûâàåò íà ìíîæåñòâå R
+.

Â óñëîâèè a) C1
0(R) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ äè��åðåíöèðóåìûõ

�óíêöèé íà R ñ íóëåâûì ïðåäåëîì íà ±∞.

Íåëèíåéíîñòü G â óðàâíåíèè (1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷å-

íèÿì:

A) G ∈ C(R+), G(0) = 0 è ñóùåñòâóåò ÷èñëî η > 0 òàêîå, ÷òî G(η) = η,

B) G(u) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà R
+,

C) G(u) ñòðîãî âîãíóòà íà R
+,

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 111-138

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 111-138



114 Êîíñòðóêòèâíîå èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè

D) ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕ, îòîáðàæàþùàÿ îòðåçîê [0, 1] â ñåáÿ, ñî ñâîé-
ñòâàìè: ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, ϕ ↑ íà [0, 1], ϕ ∈ C[0, 1], ϕ ñòðîãî âîãíóòà

íà [0, 1], ïðè÷åì G(σu) ≥ ϕ(σ)G(u), σ ∈ [0, 1], u ∈ [0, η].

Óðàâíåíèÿ âèäà (1) èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ åñòå-

ñòâîçíàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîíêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ �óíêöèé λ,K

è G óðàâíåíèå (1) âîçíèêàåò â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè p - àäè÷åñêèõ îòêðû-

òûõ, çàìêíóòûõ è îòêðûòî-çàìêíóòûõ ñòðóí äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàõèî-

íîâ (òàõèîí�ãèïîòåòè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé, ðàâíîé êîìïëåêñíîìó ÷èñ-

ëó, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå),

â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ (â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìîäåëè Áõàòíàãàðà-

�ðîññà-Êðóêà), â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìè÷åñêèõ

çàáîëåâàíèé (â ðàìêàõ ìîäè�èöèðîâàííûõ ìîäåëåé Àòêèíñîíà-�îéòåðà è

Äèêìàíà-Êàïåðà)(ñì. [1℄-[10℄ è ññûëêè â íèõ). Óðàâíåíèå (1) èìååò òàêæå

ïðèëîæåíèÿ â êîñìîëîãèè (ñì., íàïðèìåð, [11℄ è [12℄).

Â ñëó÷àå, êîãäà λ(x) ≡ 1, x ∈ R
+, K(x) = 1√

π
e−x2

, x ∈ R, à G(u) = p
√
u,

p > 2 � íå÷åòíîå ÷èñëî, èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî

íåòðèâèàëüíîãî è îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñâÿùåíà ðàáî-

òà [2℄. Êîãäà λ(x) ≡ 1, x ∈ R
+, K(x) = 1√

4πa
e−

x
2

4a , x ∈ R, à G−1(u) :=

au3+(1−a)u, ãäå G−1
� îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ê �óíêöèè G, à a ∈ (0, 1]� ÷èñ-

ëîâîé ïàðàìåòð, àíàëîãè÷íûå âîïðîñû èçó÷àëèñü â ðàáîòå [4℄. Â ðàáîòàõ

[13℄-[16℄ èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè óðàâíåíèÿ

(1) â ñëó÷àå, êîãäà λ(x) ≡ 1, x ∈ R
+, à K è G óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a) − c) è A) − C) ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ ðàáîòàõ äîêàçàíû òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåîòðèöàòåëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî íåïðå-

ðûâíîãî è îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ(x) ≡ 1, x ∈ R
+,

à òàêæå èññëåäîâàíû èíòåãðàëüíûå è îáû÷íûå àñèìïòîòèêè ïîñòðîåííî-

ãî ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) (äàæå äëÿ ñëó÷àÿ λ(x) ≡ 1, x ∈ R
+
) â

óêàçàííûõ ðàáîòàõ íå îáñóæäàëñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà äîêàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíî-

ãî íåòðèâèàëüíîãî îãðàíè÷åííîãî è íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1), 2), a)− c), A)−D). Áîëåå òîãî, ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿò-

ñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ ñî ñêîðîñòüþ íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ λ(x) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé íà R
+

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå f óðàâíåíèÿ (1) òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîé-

ñòâîì. Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî è îãðàíè÷åííîãî íà R
+
ðåøåíèÿ f
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äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

f(x) ≤ η, x ∈ R
+

è

∫ ∞

0

(G(f(x))− f(x)) dx < +∞. (2)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2), ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ íåðà-

âåíñòâ äëÿ âîãíóòûõ �óíêöèé óäàåòñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1) â êëàññå íåòðèâèàëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ

�óíêöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñëåäóþùå-

ãî êëàññà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà âñåé ïðÿìîé:

F (x) = λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F (t)) dt, x ∈ R, (3)

ãäå

λ∗(x) := λ(|x|), x ∈ R, G∗(u) :=

{
G(u), åñëè u ∈ R

+,

−G(−u), åñëè u ∈ R \ R+.
(3∗)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ (3) äîêàçàíî íàëè÷èå ÷åòûðåõ íåòðèâèàëüíûõ

îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ïåðâûå äâà ðåøåíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ íå÷åòíûìè è ìîíîòîííûìè �óíêöèÿìè íà R, à ïîñëåäíèå äâà -

çíàêîïîñòîÿííûìè è ÷åòíûìè �óíêöèÿìè íà R. Áîëåå òîãî, ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ýòè ðåøåíèÿ èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû íà ±∞, ïðè÷åì ðàçíîñòü ìåæäó

êàæäûì ïðåäåëîì è ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé

�óíêöèåé. Â êîíöå ñòàòüè ïðèâîäÿòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû �óíêöèé λ,K

è G äëÿ èëëþñòðàöèè âàæíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

�2. �àçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1)

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíå-

íèÿ (1):

fn+1(x) = λ(x)

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(fn(t)) dt,

f0(x) ≡ η, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

(4)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ 1), a) è A), èíäóêöèåé ïî n íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî

fn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . . (5)

Èç óñëîâèé a) è c) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

K(x− t) ≥ K(x+ t), x, t ∈ R
+, (6)
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ïðè ýòîì êîãäà x, t > 0, òî

K(x− t) > K(x+ t). (7)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (6), à òàêæå óñëîâèÿ 1), a), b), A) è B),
ìåòîäîì èíäóêöèè íåñëîæíî ïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî

fn(x) ≥ 0, x ∈ R
+, n = 0, 1, . . . ; fn(x) íåâîçðàñòàåò ïî n, x ∈ R

+. (8)

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò

lim
x→+∞

fn(x) = η, n = 0, 1, 2, . . . . (9)

Â ñëó÷àå n = 0 ïîñëåäíåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèä-

íûì îáðàçîì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â èòåðàöèÿõ (4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòî-

ðîì íàòóðàëüíîì n.

Òîãäà â ñèëó (8), 1), a) è b) áóäåì èìåòü

0 ≤ η − fn+1(x) = η

∫ ∞

0

(K(x− t) +K(x+ t))dt

−λ(x)

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(fn(t)) dt

≤ ηλ(x)

∫ ∞

0

K(x− t)dt+ η(1− λ(x))

+2η

∫ ∞

x

K(τ)dτ − λ(x)

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t)G(fn(t)) dt

≤ η(1− λ(x)) + 2η

∫ ∞

x

K(τ)dτ

+η

∫ ∞

0

K(x− t)(1− λ(t))dt+ λ(x)

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t)(η −G(fn(t))) dt

≤ η(1− λ(x))

+2η

∫ ∞

x

K(τ)dτ + η

∫ ∞

0

K(x− t)(1−λ(t))dt+

∫ ∞

0

K(x− t)(η−G(fn(t))) dt

= I1 + I2 + I3 +

∫ ∞

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dt.

Èç óñëîâèé 2) è a) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî I1 := η(1 − λ(x)) → 0, I2 :=
2η

∫∞
x

K(τ) dτ → 0 ïðè x → +∞.
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Òàê êàê K ∈ L1(R)∩C1
0(R), 1− λ ∈ L∞(R+) è lim

x→+∞
λ(x) = 1, òî â ñèëó

èçâåñòíîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ â îïåðàöèè ñâåðòêè (ñì. [17℄) áóäåì

èìåòü

I3 := η

∫ ∞

0

K(x− t)(1− λ(t)) dt → η

∫ ∞

−∞
K(y) dy · lim

t→+∞
(1− λ(t)) = 0

ïðè x → +∞.

Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè G íà R
+, ñîîòíîøåíèå G(η) = η

è ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå â îïåðàöèè ñâåðòêè, â ñèëó

èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëó÷èì

∫ ∞

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dt →
∫ ∞

−∞
K(y) dy · lim

t→+∞
(η −G(fn(t))) = 0,

ïðè x → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîëó÷åííîãî âûøå íåðàâåíñòâà ïðèõîäèì

ê ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (9).

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî σ0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî ñíèçó

f2(x) ≥ σ0f1(x), x ∈ R
+. (10)

Òàê êàê fn(0) = 0 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . â ñèëó óñëîâèÿ a), òî (10) âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè x = 0. Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (10) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

x.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ íà ìíîæåñòâå (0,+∞) : B(x) :=

=

∫∞
0
(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(ηλ(t)

∫∞
0
(K(t− y)−K(t+ y))λ(y) dy)dt

η
∫∞
0
(K(x− t)−K(x+ t))λ(t) dt

,

x ∈ (0,+∞). Èç óñëîâèé a), b), c), 1), 2), A), B) è íåðàâåíñòâà (7) íåìåäëåí-
íî ñëåäóåò, ÷òî

B(x) ≤ 1, x ∈ (0,+∞). (11)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèì ïðåäåë �óíêöèè B(x) â òî÷êå

x = 0. Èìååì
lim
x→0+

B(x) =

lim
x→0+

∫∞
0
(K ′(x− t)−K ′(x+ t))λ(t)G(ηλ(t)

∫∞
0
(K(t− y)−K(t+ y))λ(y) dy)dt

η lim
x→0+

∫∞
0
(K ′(x− t)−K ′(x+ t))λ(t) dt

=

∫∞
0
(K ′(−t)−K ′(t))λ(t)G(ηλ(t)

∫∞
0
(K(t− y)−K(t+ y))λ(y) dy)dt

η
∫∞
0
(K ′(−t)−K ′(t))λ(t) dt
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= −2

η

∫∞
0

K ′(t)λ(t)G(ηλ(t)
∫∞
0
(K(t− y)−K(t + y))λ(y)dy)dt

−2
∫∞
0

K ′(t)λ(t) dt

≤ 1

η

∫∞
0

K ′(t)λ(t)G(ηλ(t)(1− 2
∫∞
t

K(τ))dτ)dt
∫∞
0

K ′(t)λ(t) dt
<

<
1

η

∫∞
0

K ′(t)λ(t)G(ηλ(t)) dt
∫∞
0

K ′(t)λ(t) dt
≤ 1,

îòêóäà â ñèëó 1), 2), a)− c) è (7) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 < lim
x→0+

B(x) < 1. (12)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (9) è

îïðåäåëåíèå �óíêöèè B(x), â ñèëó (4) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

B(x) =
lim

x→+∞
f2(x)

lim
x→+∞

f1(x)
= 1. (13)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî B(x) > 0 ïðè x ∈ (0,+∞). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

�óíêöèÿ λ(t) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1), 2), òî ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî

λ(t) ≥ 1

2
, ïðè t > r. (14)

Â ñèëó óñëîâèé a)− c) èç (14) è (7) áóäåì èìåòü

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(ηλ(t)

∫ ∞

0

(K(t− y)−K(t+ y))λ(y) dy)dt

≥
∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(
ηλ(t)

2

∫ ∞

r

(K(t− y)−K(t+ y)) dy)dt

≥
∫ ∞

r

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(
ηλ(t)

2

∫ ∞

r

(K(t− y)−K(t+ y)) dy)dt

≥ 1

2

∫ ∞

r

(K(x−t)−K(x+t))G(
η

4

∫ ∞

r

(K(t−y)−K(t+y)) dy)dt := B∗(x) > 0,

ïðè x > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

B(x) ≥ B∗(x)

η(1− 2
∫∞
x

K(y) dy)
> 0 ïðè x > 0. (15)
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Ïîñêîëüêó λ ∈ C(R+), K ∈ C(R), G ∈ C(R+), òî â ñèëó (12) è (15) �óíê-

öèþ B(x) ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå R
+. Èç (11), (12),

(13) è (15) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x > r0

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî B(x) ≥ 1

2
. Íà îòðåçêå [0, r0] ïðèìåíÿÿ òåîðå-

ìó Âåéåðøòðàññà è ïðè ýòîì èñïîëüçóÿ (12) è (15), ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ [0, r0] òàêîå, ÷òî min
x∈[0,r0]

B(x) = B(x0) > 0. Ïîëîæèì

σ0 := min{B(x0),
1
2
} ∈ (0, 1). Òîãäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê íåðà-

âåíñòâó:

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(ηλ(t)

∫ ∞

0

(K(t− y)−K(t+ y))λ(y) dy)dt

≥ σ0η

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t) dt, x ∈ R
+.

(16)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (16) íà �óíêöèþ λ(x) è èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (4), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (10). Èç (10) è (8)

íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

σ0f1(x) ≤ f2(x) ≤ f1(x), x ∈ R
+,

îòêóäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ G íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

G(σ0f1(t)) ≤ G(f2(t)) ≤ G(f1(t)), t ∈ R
+. (17)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå D), â ñèëó äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ 0 ≤
f1(t) ≤ η, t ∈ R

+, 0 < σ0 < 1 èç (17) ïðèõîäèì ê îöåíêàì

ϕ(σ0)G(f1(t)) ≤ G(f2(t)) ≤ G(f1(t)), t ∈ R
+. (18)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè (18) íà �óíêöèþ λ(x)(K(x − t) − K(x + t))λ(t), ãäå
(x, t) ∈ R

+ ×R
+. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 1), íåðàâåíñòâî (6) è ñîîòíîøå-

íèå (4), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïî t îò 0 äî +∞
ïðèõîäèì ê îöåíêå

ϕ(σ0)f2(x) ≤ f3(x) ≤ f2(x), x ∈ R
+. (19)

Â ñèëó óñëîâèÿ B) èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

G(ϕ(σ0)f2(t)) ≤ G(f3(t)) ≤ G(f2(t)), t ∈ R
+. (20)

Ïîñêîëüêó 0 ≤ f2(t) ≤ η, t ∈ R
+, ϕ(σ0) ∈ (0, 1), òî â ñèëó óñëîâèÿ D) èç

(20) ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(ϕ(σ0))G(f2(t)) ≤ G(ϕ(σ0)f2(t)) ≤ G(f3(t)) ≤ G(f2(t)), t ∈ R
+. (21)
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Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (21) ñíîâà íà �óíêöèþ λ(x)(K(x − t) −K(x + t))λ(t)
è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî t íà (0,+∞), ñ ó÷åòîì (4) è (6)

ïðèõîäèì ê äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:

ϕ(ϕ(σ0))f3(x) ≤ f4(x) ≤ f3(x), x ∈ R
+.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íà n-îì øàãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äâóñòîðîííåå

íåðàâåíñòâî:

ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))
︸ ︷︷ ︸

n

fn+1(x) ≤ fn+2(x) ≤ fn+1(x), x ∈ R
+. (22)

Ïîëîæèì Fn(σ) := ϕ(ϕ . . . ϕ(σ))
︸ ︷︷ ︸

n

, σ ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . . Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî

Fn(σ) ≤ 1, σ ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . . (23)

Íèæå óáåäèìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 è k ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

1− Fn(σ0) ≤ Ckn. (24)

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç òî÷êè (1, 1) è (εσ0, ϕ(εσ0)). Èç âîãíóòîñòè F1(σ) := ϕ(σ) ñðàçó ñëå-

äóåò, ÷òî

F1(σ0) ≥ kσ0 + 1− k, (25)

ãäå

k :=
1− ϕ(εσ0)

1− εσ0
∈ (0, 1). (26)

Ó÷èòûâàÿ (25), (26) è îïðåäåëåíèå �óíêöèé {Fn(σ)}∞n=1, áóäåì èìåòü

F2(σ0) = ϕ(F1(σ0)) ≥ ϕ(kσ0+1−k) ≥ k(kσ0+1−k)+1−k = k2σ0+1−k2.

Ïðîäîëæàÿ äàííóþ ïðîöåäóðó íà n-îì øàãå, ïðèõîäèì ê îöåíêå

Fn(σ0) ≥ knσ0 + 1− kn.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (24), ãäå k çàäàåòñÿ ïî �îðìóëå (26), à

C := 1− σ0.

Èñïîëüçóÿ (23), (24), (26) è (8) èç (22) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ fn+1(x)− fn+2(x) ≤ Cηkn, x ∈ R
+, n = 1, 2, . . . . (27)
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Èç (27) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

(4): lim
n→∞

fn(x) = f(x), ïðè÷åì â ñèëó (5) èìååì

f ∈ C(R+).

Òàê êàê lim
x→+∞

fn(x) = η, n = 0, 1, 2, . . . , òî ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíî-

øåíèå

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = f0(x) +
∞∑

n=0

(fn+1(x)− fn(x))

è òîò �àêò, ÷òî ðÿä (28) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (â ñèëó (27)), áóäåì èìåòü

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f0(x) +
∞∑

n=0

lim
x→+∞

(fn+1(x)− fn(x)) = η.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå èçëîæåííîãî âûøå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1), 2), a)−c) è A)−D) óðàâíåíèå
(1) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå íåïðåðûâíîå è îãðàíè÷åííîå íà R

+
ðåøåíèå

f(x), ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé (4), ïðè ýòîì äëÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé èìååò ìåñòî îöåíêà (27). Áîëåå

òîãî, ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

f(x) = η.

Çàìå÷àíèå 1. Çàïèñûâàÿ (27) äëÿ èíäåêñîâ n + 2, n + 3, . . . , n + m,

m ≥ 2, m ∈ N è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê îöåíêå

0 ≤ fn+1(x)− fn+m+1(x) ≤ Cη(kn + kn+1 + . . .+ kn+m−1) ≤ Cηkn

1− k
,

x ∈ R
+, n = 1, 2, . . . , m = 2, 3, . . . .

(28)

Â (28) óñòðåìëÿÿ m → ∞, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðàâíîìåðíóþ îöåíêó:

0 ≤ fn+1(x)− f(x) ≤ Cηkn

1− k
, x ∈ R

+, n = 1, 2, . . . .

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè �óíêöèÿ λ(x), ïîìèìî óñëîâèé
1) è 2), îáëàäàåò òàêæå ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè:

3) èç x1, x2 ∈ R
+, x1 > x2 ⇒ λ(x1) ≥ λ(x2),

òî f(x1) ≥ f(x2).

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 111-138

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 111-138



122 Êîíñòðóêòèâíîå èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè

Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ èòåðàöèè (4) â ñëåäóþùåì âèäå

fn+1(x) = λ(x)

∫ x

−∞
K(t)λ(x− t)G(fn(x− t))dt

−λ(x)

∫ ∞

0

K(x+ t)λ(t)G(fn(t)) dt,

f0(x) ≡ η, x ∈ R
+, n = 0, 1, 2, . . .

(29)

èíäóêöèåé ïî n ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî fn(x1) ≥ fn(x2), n = 0, 1, 2, . . . .
Â ñëó÷àå n = 0 äàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fn(x1) ≥ fn(x2) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. Òîãäà

èñïîëüçóÿ 3), a), 1), c), A) è B) èç (29) áóäåì èìåòü

fn+1(x1)

= λ(x1)

(∫ x1

−∞
K(t)λ(x1 − t)G(fn(x1 − t))dt−

∫ ∞

0

K(x1 + t)λ(t)G(fn(t)) dt

)

≥ λ(x2)

(∫ x1

−∞
K(t)λ(x1 − t)G(fn(x1 − t)) dt−

∫ ∞

0

K(x1 + t)λ(t)G(fn(t)) dt

)

≥ λ(x2)

(∫ x2

−∞
K(t)λ(x2 − t)G(fn(x2 − t)) dt−

∫ ∞

0

K(x2 + t)λ(t)G(fn(t)) dt

)

= fn+1(x2).
Â íåðàâåíñòâå fn(x1) ≥ fn(x2) óñòðåìëÿÿ n → ∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåí-

ñòâó f(x1) ≥ f(x2).

Èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá èíòåãðàëüíîé àñèìïòîòèêå

ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ðåøåíèå f(x) óðàâíåíèÿ (1), ïî-

ñòðîåííîå ïðè ïîìîùè èòåðàöèé (4), îáëàäàåò èíòåãðàëüíîé àñèìïòîòèêîé

η − f ∈ L1(R
+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà çàïèøåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åííîå

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1:

0 ≤ η − fn+1(x) ≤ η(1− λ(x)) + 2η

∫ ∞

x

K(t)dt+ η

∫ ∞

0

K(x− t)(1− λ(t)) dt

+

∫ ∞

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dt, x ∈ R
+, n = 0, 1, 2, . . . .

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ 2), b), a), â ñèëó òîãî, ÷òî fn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . äëÿ
âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî r > 0 áóäåì èìåòü

0 ≤
∫ r

0

(η−fn+1(x)) dx ≤ η

∫ ∞

0

(1−λ(x))dx+2η

∫ ∞

0

tK(t) dt+η

∫ ∞

0

(1−λ(t)) dt
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+

∫ r

0

∫ r

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dtdx+ η

∫ r

0

∫ ∞

r

K(x− t) dtdx

= C1 + η

∫ r

0

∫ ∞

r

K(t− x) dtdx+

∫ r

0

∫ r

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dtdx := I,

ãäå C1 := 2η
(∫∞

0
(1− λ(x)) dx+

∫∞
0

tK(t) dt
)
.

Îöåíèì òåïåðü èíòåãðàë

η

∫ r

0

∫ ∞

r

K(t− x) dtdx.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè (ñì. [18℄) è óñëîâèå b), èìååì

η

∫ r

0

∫ ∞

r

K(t− x)dtdx = η

∫ r

0

∫ ∞

r−x

K(y)dydx = η

∫ r

0

∫ ∞

τ

K(y) dydτ

= η

∫ r

0

∫ r

τ

K(y)dydτ + η

∫ r

0

∫ ∞

r

K(y) dydτ = η

∫ r

0

K(y)y dy

+η

∫ ∞

r

K(y)r dy ≤ η

∫ ∞

0

yK(y) dy < +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

0 ≤
∫ r

0

(η − fn+1(x)) dx ≤ C1 + η

∫ ∞

0

yK(y)dy

+

∫ r

0

∫ r

0

K(x− t)(η −G(fn(t))) dtdx.
(30)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ a), b), B) è íåðàâåíñòâî fn+1(x) ≤ fn(x), x ∈ R
+, èç (30)

ïîëó÷èì

0 ≤
∫ r

0

(η − fn+1(x)) dx ≤ C1 + η

∫ ∞

0

yK(y) dy +

∫ r

0

(η −G(fn+1(t))) dt,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤
∫ r

0

(G(fn+1(x))− fn+1(x)) dx ≤ C1 + η

∫ ∞

0

yK(y) dy.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå óñòðåìëÿÿ ÷èñëî r → ∞, ïîëó÷àåì

0 ≤
∫ ∞

0

(G(fn+1(x))− fn+1(x)) dx ≤ C0, (31)

ãäå

C0 := C1 + η

∫ ∞

0

yK(y) dy.
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Â (31) óñòðåìëÿÿ n → ∞, ïðèõîäèì ê îöåíêå:

0 ≤
∫ ∞

0

(G(f(x))− f(x)) dx ≤ C0. (32)

Òàê êàê lim
x→+∞

f(x) = η, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x ≥ r0

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(x) ≥ η

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

óñëîâèÿ a)− c), áóäåì èìåòü

η −G(f(x)) ≤ η −G(η
2
)

η

2

(η − f(x)), x ≥ r0. (33)

Ó÷èòûâàÿ (33), èç (32) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∫ ∞

r0

(η − f(x)) dx ≤ ηC0

2(G(η
2
)− η

2
)
.

Òàê êàê f ∈ C(R+), òî η − f ∈ L1(0, r0). Òàêèì îáðàçîì, η − f ∈ L1(R
+) è,

ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.

�3. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3)

Íà÷íåì èçëîæåíèå äàííîãî ïàðàãðà�à ñ ïðîâåðêè ñëåäóþùåãî ïðîñòî-

ãî �àêòà: åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) (ïîñòðîåííîå, íà-

ïðèìåð, ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (4)), òî �óíêöèÿ

F ∗(x) :=

{
f(x), åñëè x ∈ R

+,

−f(−x), åñëè x ∈ R \ R+ (34)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (3). Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå óñëîâèå a), à òàêæå �îðìóëû (1) è (3∗), èç (3) áóäåì èìåòü

åñëè x ≥ 0, òî

λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt

= λ(x)

(∫ 0

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt+

∫ ∞

0

K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt

)

= λ(x)

(∫ 0

−∞
K(x− t)λ(−t)G∗(−f(−t)) dt+

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t)G∗(f(t)) dt

)

= λ(x)

(∫ ∞

0

K(x+ τ)λ(τ)G∗(−f(τ)) dτ +

∫ ∞

0

K(x− τ)λ(τ)G∗(f(τ)) dτ

)
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= λ(x)

(∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(f(t)) dt

)

= f(x) = F ∗(x),

à åñëè x < 0, òî

λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt

= λ(−x)

(∫ 0

−∞
K(x− t)λ(−t)G∗(−f(−t)) dt+

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t)G∗(f(t)) dt

)

= λ(−x)

(

−
∫ ∞

0

K(x+ t)λ(t)G(f(t))dt+

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t)G(f(t)) dt

)

= −λ(−x)

(∫ ∞

0

(K(−x− t)−K(−x+ t))λ(t)G(f(t)) dt

)

= −f(−x) = F ∗(x).

Èç íå÷åòíîñòè �óíêöèè G∗
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ F̃ (x) :=

−F ∗(x), x ∈ R òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3). Íèæå óáåäèìñÿ, ÷òî

ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

4) λ(x) 6≡ 1, x ∈ R
+

óðàâíåíèå (3) èìååò òàêæå çíàêîïîñòîÿííûå íåòðèâèàëüíûå íåïðåðûâíûå

÷åòíûå è îãðàíè÷åííûå íà R ðåøåíèÿ.

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì èòåðàöèè:

F ∗
n+1(x) = λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗

n(t)) dt,

F ∗
0 (x) ≡ η, x ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . .

(35)

Èíäóêöèåé ïî n íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

F ∗
n ∈ C(R), n = 0, 1, 2, . . . , (36)

F ∗
n(x) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþò ïî n. (37)

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî

F ∗
n(−x) = F ∗

n(x), x ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . . (38)

Â ñëó÷àå n = 0 ñîîòíîøåíèå (38) âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî (38) èìååò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n. Òîãäà èç

(35) â ñèëó (3∗) áóäåì èìåòü

F ∗
n+1(−x) = λ∗(−x)

∫ ∞

−∞
K(−x− t)λ∗(t)G∗(F ∗

n(t)) dt
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= λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− (−t))λ∗(−t)G∗(F ∗

n(−t)) dt

= λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− τ)λ∗(τ)G∗(F ∗

n(τ)) dτ = F ∗
n+1(x).

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé (35):

F ∗
n(x) ≥ |F ∗(x)|, x ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . . (39)

ãäå F ∗(x) çàäàåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå (34) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(3).

Ïðè n = 0 íåðàâåíñòâî (39) ñðàçó ñëåäóåò èç (34) è (8). Ïðåäïîëàãàÿ,

÷òî (39) èìååò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n è èñïîëüçóÿ (3), (3∗),
èç (35) ïîëó÷èì

F ∗
n+1(x) ≥ λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(|F ∗(t)|) dt

= λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)|G∗(F ∗(t))| dt

≥ λ∗(x)

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
λ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)G∗(F ∗(t)) dt

∣
∣
∣
∣
= |F ∗(x)|, x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (36)-(39) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ íåïðåðûâ-

íûõ �óíêöèé {F ∗
n(x)}∞n=0 èìååò ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ïðè n → ∞ :

lim
n→∞

F ∗
n(x) =: F ♯(x), ïðè÷åì ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ F ♯(x) óäîâëåòâîðÿåò

äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:

|F ∗(x)| ≤ F ♯(x) ≤ η, x ∈ R. (40)

Èç óñëîâèÿ 4) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî F ♯(x) 6≡ η. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Á. Ëåâè

(ñì. [18℄), (37) è (39) ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ

F ♯(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3). Èç 1), a) è (3∗) ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî

F ♯ ∈ C(R). (41)

Íèæå äîêàæåì, ÷òî äëÿ F ♯
íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñòðîãîå

íåðàâåíñòâî: F ♯(x) < η, x ∈ R, åñëè òîëüêî λ(x) > 0, x ∈ R.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê F ♯(x) 6≡ η è F ∗(x) ≤ η, òî èç (41) ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ÷èñëà x0 ∈ R è δ0 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0)
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èìååò ìåñòî F ♯(x) < η. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3) â ñèëó óñëîâèé A), B), a) è
λ(x) > 0, x ∈ R áóäåì èìåòü

F ♯(x) < λ∗(x)η

∫ x0+δ0

x0−δ0

K(x−t)λ∗(t)dt+λ∗(x)η

∫

R\(x0−δ0,x0+δ0)

K(x−t)λ∗(t) dt

= ηλ∗(x)

∫ ∞

−∞
K(x− t)λ∗(t)dt ≤ η

∫ ∞

−∞
K(x− t) dt = η, x ∈ R.

Â (38) óñòðåìëÿÿ ÷èñëî n → ∞, ïîëó÷àåì ÷åòíîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ

F ♯(x).
Åñëè f(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïîñòðîåííîå ïðè ïîìîùè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (4), òî ñîãëàñíî òåîðåì 1 è 2 èìååì

lim
x→±∞

F ∗(x) = ±η, lim
x→±∞

F ♯(x) = η, (42)

η ± F ∗ ∈ L1(R
∓), η − F ♯ ∈ L1(R), (43)

ãäå R
− := R \ R

+. Çäåñü òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ F̃ ♯(x) :=
−F ♯(x) òîæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3).

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ïðèáëèæåííûå ãðà�èêè ýòèõ ÷åòûðåõ ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ (3).

�èñ. 1. Ïðèáëèæåííûå ãðà�èêè �óíêöèé F ∗(x), F̃ (x), F ♯(x), F̃ ♯(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿé 1), 2), 4), a)− c) è A)−D) óðàâ-
íåíèå (3) îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ íåòðèâèàëüíûìè íåïðåðûâíûìè è îãðàíè-

÷åííûìè ðåøåíèÿìè ±F ∗(x) è ±F ♯(x), ïðè÷åì F ∗(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé

�óíêöèåé, à F ♯(x) � ÷åòíîé. Áîëåå òîãî, F ∗
è F ♯

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

(40), (42) è (43). Åñëè λ(x) > 0, x ∈ R, òî F ♯(x) < η, x ∈ R.
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�4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1), ïðèìåðû.

Â ýòîì ïàðàãðà�å äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå

λ(x) > 0, ïðè x > 0. (44)

Ïóñòü f ∗(x) � ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå òîæäåñòâåííî íåíóëåâîå è

îãðàíè÷åííîå íà R
+
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî-

ãäà

f ∗(x) ≤ η, x ∈ R
+. (45)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç c∗ := sup
x∈R+

f ∗(x), òî c∗ > 0 è â ñèëó

óñëîâèé 1), a), b), c), A), B) è íåðàâåíñòâà (6) ïîëó÷èì, ÷òî

f ∗(x) ≤ G(c∗)λ(x)

∫ ∞

0

K(x− t)λ(t) dt ≤ G(c∗), x ∈ R
+,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c∗ ≤ G(c∗). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê �óíêöèÿ

G(u)

u
ìîíîòîííî óáûâàåò íà (0,+∞) (ñì. óñëîâèÿ A) − C)), òî èç óñëîâèé A)
è B) ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî c∗ ≤ η. Ïîñêîëüêó λ ∈ C(R+), K ∈ C(R) è
G ∈ C(R+), òî èç (1) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè f ∗

íà

R
+
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

f ∗ ∈ C(R+). (46)

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî

f ∗(x) > 0 ïðè x > 0. (47)

Íà ñàìîì äåëå, òàê êàê f ∗(x) ≥ 0, f ∗(x) 6≡ 0 è f ∗(0) = 0, òî â ñèëó (46)

ñóùåñòâóþò ÷èñëà x∗ > 0 è δ ∈ (0, x∗) òàêèå, ÷òî inf
x∈(x∗−δ,x∗+δ)

f ∗(x) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (44), (7) è óñëîâèå B), èç (1) èìååì

f ∗(x) ≥ λ(x)

∫ x∗+δ

x∗−δ

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)G(f ∗(t)) dt

≥ λ(x)G

(

inf
t∈(x∗−δ,x∗+δ)

f ∗(t)

)∫ x∗+δ

x∗−δ

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t) dt > 0,

ïðè x > 0.
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Ñîâåðøàÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òåî-

ðåì 1 è 2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r > 0 ïîëó÷èì

0 ≤
∫ r

0

(η − f ∗(x)) dx ≤ C0 +

∫ r

0

(η −G(f ∗(t))) dt,

îòêóäà â ñèëó (45) è (47) èìååì

0 ≤
∫ r

0

(G(f ∗(x))− f ∗(x)) dx ≤ C0.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå óñòðåìëÿÿ r → ∞, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ

G(f ∗(x))− f ∗(x) ∈ L1(R
+). (48)

Çàéìåìñÿ òåïåðü âîïðîñîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1), 2), a) − c), A) − D) è (44)

óðàâíåíèå (1) â êëàññå íåîòðèöàòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ

íà R
+
�óíêöèé íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (1), êðîìå ðåøåíèÿ f(x)
ïîñòðîåííîå ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (4), èìååò òàê-

æå äðóãîå ðåøåíèå f ∗(x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâà (6), (45) è

ìîíîòîííîñòü �óíêöèè G, èíäóêöèåé ïî n íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

fn(x) ≥ f ∗(x), x ∈ R
+, n = 0, 1, 2, . . . . (49)

Â (49) óñòðåìëÿÿ ÷èñëî n → ∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

f(x) ≥ f ∗(x), x ∈ R
+. (50)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6≡ f ∗(x), x ∈ R
+, òîãäà â ñèëó (50), ñîîòíîøåíèÿ

f(0) = f ∗(0) = 0 è íåïðåðûâíîñòè ýòèõ �óíêöèé ñóùåñòâóþò ÷èñëà x1 > 0
è δ1 ∈ (0, x1) òàêèå, ÷òî

f(x) > f ∗(x), x ∈ (x1 − δ1, x1 + δ1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

M := {x ∈ R
+, f(x) > f ∗(x)}. (51)

Çàìåòèì, ÷òî 0 6∈ M, M 6= ∅, mesM ≥ 2δ1 > 0, èáî f(0) = f ∗(0) = 0 è
(x1 − δ1, x1 + δ1) ⊂ M. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (50) èìååì

0 ≤ f(x)− f ∗(x)

= λ(x)

∫ ∞

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)(G(f(t))−G(f ∗(t))) dt.
(52)
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè (52) íà �óíêöèþ G(f ∗(x)) − f ∗(x) ≥ 0, x ∈ R
+. Ó÷è-

òûâàÿ âêëþ÷åíèå (48), óñëîâèÿ 1) è a), â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè ïîñëå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïî x îò 0 äî +∞ áóäåì èìåòü

0 ≤
∫ ∞

0

(G(f ∗(x))− f ∗(x))(f(x)− f ∗(x)) dx =

∫ ∞

0

(G(f ∗(x))−f ∗(x))λ(x)

∫ ∞

0

(K(x−t)−K(x+t))λ(t)(G(f(t))−G(f ∗(t))) dtdx

=

∫ ∞

0

(G(f(t))−G(f ∗(t)))

(

λ(t)

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t+ x))λ(x)G(f ∗(x)) dx

−λ(t)

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t+ x))λ(x)f ∗(x)dx

)

dt =

∫ ∞

0

(G(f(t))−G(f ∗(t)))

(

f ∗(t)− λ(t)

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t + x))λ(x)f ∗(x) dx

)

dt.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â ñëåäóþùåé �îðìå:

∫

M

(G(f ∗(x))− f ∗(x))(f(x)− f ∗(x)) dx

=

∫

M

(G(f(t))−G(f ∗(t)))

·
(

f ∗(t)− λ(t)

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t + x))λ(x)f ∗(x) dx

)

dt.

(53)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q îáðàòíóþ �óíêöèþ ê �óíêöèè G íà ìíîæåñòâå R
+.

Èç ñâîéñòâ A)− C) �óíêöèè G íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

Q ∈ C(R+), Q(0) = 0, Q(η) = η,

Q ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ñòðîãî âûïóêëà íà R
+.

Òîãäà â ñèëó èíòåãðàëüíîãî àíàëîãà íåðàâåíñòâà Éåíñåíà (ñì. [19℄) äëÿ

âñåõ t ∈ M èìååì

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t + x))λ(x)f ∗(x) dx

=
∫∞
0
(K(t− x)−K(t + x))λ(x)Q(G(f ∗(x))) dx

≥
∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t+ x))λ(x) dx

·Q
(∫∞

0
(K(t− x)−K(t + x))λ(x)G(f ∗(x)) dx
∫∞
0
(K(t− x)−K(t + x))λ(x) dx

)

:= I(t),

(54)
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èáî ïðè t ∈ M â ñèëó (7), (44), a) è b) èìååò ìåñòî

1 ≥
∫ ∞

0

(K(t−x)−K(t+x))λ(x) dx ≥
∫ ∞

1

(K(t−x)−K(t+x))λ(x) dx > 0.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóùåå ëåãêî ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî

vQ(u) ≥ Q(uv), u ∈ R
+, v ∈ [0, 1]. (55)

è â êà÷åñòâå v è u âûáðàâ

v :=

∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t+ x))λ(x) dx, t ∈ M,

u :=

∫∞
0
(K(t− x)−K(t+ x))λ(x)G(f ∗(x)) dx
∫∞
0
(K(t− x)−K(t+ x))λ(x) dx

, t ∈ M

èç (54) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

I(t) ≥ Q

(∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t + x))λ(x)G(f ∗(x)) dx

)

, t ∈ M. (56)

Ïîñêîëüêó ïðè t ∈ M �óíêöèÿ 0 < λ(t) ≤ 1 (èáî 0 6∈ M, à λ(t) > 0 ïðè

t > 0), òî èç (1), (55) è (56) ñëåäóåò, ÷òî

λ(t)I(t) ≥ λ(t)Q

(∫ ∞

0

(K(t− x)−K(t + x))λ(x)G(f ∗(x)) dx

)

= λ(t)Q

(
f ∗(t)

λ(t)

)

≥ Q(f ∗(t)), t ∈ M.

(57)

Èòàê, èç (53) è (57) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

∫

M

(G(f ∗(x))− f ∗(x))(f(x)− f ∗(x)) dx

≤
∫

M

(G(f(t))−G(f ∗(t)))(f ∗(t)−Q(f ∗(t))) dt

èëè â ñèëó íåðàâåíñòâ 0 < f ∗(t) < f(t) ≤ η, t ∈ M (ñì. (51), (47) è òîò

�àêò, ÷òî 0 6∈ M) ïîñëåäíóþ îöåíêó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∫

M

(f(x)− f ∗(x))(f ∗(x)−Q(f ∗(x)))

·
(
G(f ∗(x))−G(Q(f ∗(x)))

f ∗(x)−Q(f ∗(x))
− G(f(x))−G(f ∗(x))

f(x)− f ∗(x)

)

dx ≤ 0.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, èáî äëÿ âñåõ x ∈ M èìåþò ìåñòî

îöåíêè (ñì. ðèñ. 2)

η ≥ f(x) > f ∗(x) > Q(f ∗(x)) > 0

è

G(f ∗(x))−G(Q(f ∗(x)))

f ∗(x)−Q(f ∗(x))
>

G(f(x))−G(f ∗(x))

f(x)− f ∗(x)
.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî f(x) ≡ f ∗(x), x ∈ R
+. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

�èñ. 2. Ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè y = G(u) ñ ïðÿìûìè ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç òî÷êè (f ∗, G(f ∗)), (Q(f ∗), G(Q(f ∗))) è (f,G(f)), (f ∗, G(f ∗))

Çàìå÷àíèå 3. Íåáåçûíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ λ(x) ≡ 1
òåîðåìà 4 áûëî äîêàçàíà â ðàáîòå [16℄.

Ñîâåðøàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû 4, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 óðàâíåíèå (3) â êëàññå íåîòðèöà-

òåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R �óíêöèé íå ìîæåò èìåòü

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Â êîíöå ðàáîòû äëÿ èëëþñòðàöèè âàæíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ �óíêöèé λ,K è G.

Ïðèìåðû �óíêöèé λ(x).

a1) λ(x) = 1− e−x, x ∈ R
+,

a2) λ(x) = 1− εe−x2

, x ∈ R
+, ε ∈ [0, 1) � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð
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Ïðèìåðû ÿäðà K(x).

b1) K(x) =
1√
π
e−x2

, x ∈ R,

b2) K(x) =

√
2

π

1

1 + x4
, x ∈ R.

Ïðèìåðû íåëèíåéíîñòè G.

c1) G(u) = uα, u ∈ R
+, α ∈ (0, 1) � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð,

c2) G(u) =
uα + uβ

2
, u ∈ R

+, α, β ∈ (0, 1)� ïàðàìåòðû,

c3) G(u) = γ(1− e−uα

), u ∈ R
+, α ∈ (0, 1), γ > 1 � ïàðàìåòðû.

Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåðå c3). Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî G(0) = 0,

G′(u) = γαuα−1e−uα

> 0, u > 0,

G′′(u) = γα((α− 1)uα−2e−uα − αu2α−2e−uα

) < 0, u > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ G(u) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è âîãíóòàÿ íà

R
+. Î÷åâèäíî, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ γ := η

1−e−ηα
èìååò ìåñòî G(η) = η.

Ïðîâåðèì íàêîíåö óñëîâèå D). Äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî σ ∈ [0, 1]
ðàññìîòðèì �óíêöèè íà R

+ :

χσ(u) := 1− e−(σu)α + σαe−uα − σα, u ∈ R
+.

Î÷åâèäíî, ÷òî χσ(0) = 0, χσ ∈ C(R+),

χ′
σ(u) = σααuα−1e−(σu)α−σααuα−1e−uα

= σααuα−1(e−(σu)α−e−uα

) > 0, u > 0,

èáî eu
α(1−σα) ≥ 1, u ∈ R

+, σ ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,

γ(1− e−(σu)α) ≥ γ(1− e−uα

)σα, σ ∈ [0, 1], u ∈ R
+.

Â êà÷åñòâå ϕ(σ) âûáðàâ �óíêöèþ σα
ïðèõîäèì ê óñëîâèþ D).

Ïðèâåäåì òàêæå êîíêðåòíûé ïðèìåð íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ âîçíèêàþùåå â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè p-àäè÷åñêèõ ñòðóí. �àññìîò-

ðèì ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Φp(x) =
1− εe−x2

√
π

∫ ∞

−∞
e−(x−t)2(1− εe−t2)Φ(t) dt, x ∈ R (58)
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îòíîñèòåëüíî èñêîìîé íå÷åòíîé îãðàíè÷åííîé íà R �óíêöèè Φ(x), ãäå
p > 2�íå÷åòíîå ÷èñëî, à ε ∈ [0, 1) ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Óðàâíåíèåì (58)

îïèñûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ p-àäè÷åñêèõ ñòðóí, ãäå �óíêöèÿ Φ(x) òàõè-
îííîå ïîëå äëÿ çàìêíóòûõ ñòðóí (ñì. [7℄ è [2℄ äëÿ ε = 0). Ïðÿìîé ïðîâåðêîé
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì íåòðèâèàëü-

íûì îãðàíè÷åííûì è íåïðåðûâíûì íà R
+
ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

f(x) =
1− εe−x2

√
π

∫ ∞

0

(e−(x−t)2 − e−(x+t)2)(1− εe−t2)fα(t) dt, x ∈ R
+,

α =
1

p
∈
(

0,
1

2

)

,

(59)

òî

Φ(x) :=

{
fα(x), x ∈ R

+,

−fα(−x), x ∈ R \ R+,

áóäåò íå÷åòíûì íåòðèâèàëüíûì îãðàíè÷åííûì è íåïðåðûâíûì íà R ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ (58).

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (59) �óíêöèè λ(x) = 1 − εe−x2

,

ε ∈ [0, 1), K(x) = 1√
π
e−x2

è G(u) = uα, α = 1
p
∈ (0, 1

2
) óäîâëåòâîðÿþò

âñåì óñëîâèÿì ñ�îðìóëèðîâàííûõ òåîðåì. Óñëîâèÿ 1), 2) äëÿ �óíêöèè

λ(x) = 1 − εe−x2

àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòñÿ, èáî ε ∈ [0, 1). ßäðî K(x) =
1√
π
e−x2

> 0, x ∈ R ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé è

ñóììèðóåìîé íà R �óíêöèåé, ïðè÷åì lim
x→±∞

K(x) = 0, 1√
π

∫∞
0

e−x2

dx = 1
2
,

1√
π

∫∞
0

xe−x2

dx = 1
2
√
π
. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî K(x) ìîíîòîííî óáûâàåò íà

[0,+∞). Òàêèì îáðàçîì óñëîâèÿ a) − c) âûïîëíÿþòñÿ. Îñòàëîñü ïðîâå-

ðèòü óñëîâèÿ A) − D) äëÿ íåëèíåéíîñòè G(u) = uα, α ∈ (0, 1). Î÷åâèä-
íî, ÷òî G ∈ C(R+), G(0) = 0, G(1) = 1, (η = 1), G′(u) = αuα−1 > 0 è

G′′(u) = α(α − 1)uα−2 < 0, u > 0. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèÿ A) − C) âû-
ïîëíåíû. Òåïåðü, â êà÷åñòâå ϕ(σ) âûáèðàÿ ϕ(σ) = σα, ñðàçó ïðèõîäèì ê

âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ D) äëÿ íåëèíåéíîñòè G(u) = uα.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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