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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

(q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì [1, 2℄ íàçûâàåòñÿ ïàða (X, dX),
ãäå X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, dX :
X × X → R+ ∪ 0 � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìå òîæ-

äåñòâà

dX(x, y) = 0 ⇔ x = y
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(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî dX � �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ) è (q1, q2)-îáîáùåí-
íîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ò. å.

dX(x, y) ≤ q1dX(x, z) + q2dX(z, y) ∀x, y, z ∈ X, q1, q2 > 0.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå q1, q2 ≥ 1. Åñëè q1 = q2 = 1, òîãäà
(X, dX)� êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [3℄. Åñëè äëÿ (q1, q2)-êâàçèìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, dX) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îáîáùåííîé ñèììåò-

ðèè

dX(x, y) ≤ q0dX(y, x) ∀x, y ∈ X,

ãäå êîíñòàíòà q0 > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà x, y (íå ñëîæíî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå q0 ≥ 1), òî (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(X, dX) ÿâëÿåòñÿ q0-ñèììåòðè÷åñêèì; â ñëó÷àå q0 = 1 èñïîëüçóåòñÿ ïî-

íÿòèå ñèììåòðè÷åñêîãî (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ñèììåòðè÷åñêîå (1, 1)-êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åâêëèäîâó ïëîñêîñòü ñî ñòàí-

äàðòíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé, äëÿ êîòîðîé âìåñòî ïðèâû÷íûõ îáîçíà-

÷åíèé äëÿ êîîðäèíàò (x, y) áóäåì èñïîëüçîâàòü (q1, q2); ñàìó òàêóþ êîîð-

äèíàòíóþ ïëîñêîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Πq1,q2.

Äëÿ äàííîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ dX ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïàð

(q′1, q
′
2) òàêèõ, ÷òî äëÿ dX âûïîëíÿåòñÿ (q′1, q

′
2)-îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêà. Êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà èìååò ñâîå ¾èçîáðàæåíèå¿ íà ïëîñêîñòè

Πq1,q2 â âèäå òî÷êè M ′
ñ êîîðäèíàòàìè (q′1, q

′
2). Äëÿ äàííîé �óíêöèè ðàñ-

ñòîÿíèÿ dX ìíîæåñòâî Q = Q(X, dX) ⊂ Πq1,q2 âñåõ òàêèõ òî÷åêM ′
ìû íàçî-

âåì îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ (q1, q2)-êâàçèìåòðèêè dX . Âî-
îáùå ãîâîðÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìíîæåñòâî Q(X, dX)
ìîæåò îêàçàòüñÿ è ïóñòûì. Òàêèì îáðàçîì, dX ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé (q1, q2)-
êâàçèìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q(X, dX) 6= ∅. �îâîðÿ î òîì,

÷òî �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ dX ÿâëÿåòñÿ (q1, q2)-êâàçèìåòðèêîé, ìû ïîäðà-

çóìåâàåì, ÷òî Q(X, dX) 6= ∅, a (q1, q2) � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà

Q(X, dX).

Ñâîéñòâî 1. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ (q1, q2)-êâàçèìåòðèêó dX . Òîãäà
1) åñëè (q1, q2) ∈ Q(X, dX), òî äëÿ ëþáûõ q′1, q

′
2 òàêèõ, ÷òî q′1 ≥ q1,

q′2 ≥ q2, âûïîëíÿåòñÿ (q′1, q
′
2) ∈ Q(X, dX),

2) ìíîæåñòâî Q(X, dX) âûïóêëî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X ìû èìååì

dX(x, y) ≤ q1dX(x, z) + q2dX(z, y) ≤ q′1dX(x, z) + q′2dX(z, y).

2) Ïóñòü (qi1, q
i
2) ∈ Q(X, dX), i = 1, 2, òîãäà
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dX(x, y) ≤ qi1dX(x, z) + qi2dX(z, y) ∀x, y, z ∈ X,

îòêóäà

tdX(x, y) + (1− t)dX(x, y) ≤
≤ t

(

q11dX(x, z) + q12dX(z, y)
)

+ (1− t)
(

q21dX(x, z) + q22dX(z, y)
)

= (tq11 + (1− t)q21)dX(x, z) + (tq12 + (1− t)q22)dX(x, z) ∀t ∈ [0, 1].

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Q(X, dX) âûïóêëî.
�àññìîòðèì òî÷êó M0 = (q01 , q

0
2), ïðåäåëüíóþ ê ìíîæåñòâó Q(X, dX),

ò. å. íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Mn = (qn1 , q
n
2 )} òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

Mn = M0,

dX(x, y) ≤ qn1 dX(x, z) + qn2 dX(z, y) ∀x, y, z ∈ X, n ∈ N.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M0 /∈ Q(X, dX), òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè x′, y′, z′ ∈ X
òàêèå, ÷òî

dX(x
′, y′) > q01dX(x

′, z′) + q02dX(z
′, y′). (1.1)

�àññìîòðèì íåðàâåíñòâî (1.1). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî

ε = ε
(

dX(x
′, y′), dX(x

′, z′), dX(z
′, y′)

)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (q̃1, q̃2) òàêèõ, ÷òî
√

(q̃1 − q01)
2 + (q̃2 − q02)

2 < ε,
âûïîëíÿåòñÿ

dX(x
′, y′) > q̃1dX(x

′, z′) + q̃2dX(z
′, y′).

Â òàêîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ n0 ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 âûïîëíÿåòñÿ

√

(q01 − qn1 )
2 + (q02 − qn2 )

2 < ε,

÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K = {(q1, q2) ∈ Πq1,q2 | q1 ≥ 1, q2 ≥ 1}.

Èç îïðåäåëåíèÿ (q1, q2)-êâàçèìåòðèêè âûòåêàåò, ÷òî Q(X, dX) ⊆ K; â ÷àñò-

íîñòè, åñëè (X, dX) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî (X, dX) = K.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Q(X, dX) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷-

êè (q1, q2) ∈ intQ(X, dX) âûïîëíÿåòñÿ dX(x, z) < q1dX(x, y) + q2dX(y, z)
∀x, y, z ∈ X ; ïðè ýòîì, åñëè (q1, q2) ∈ ∂Q(X, dX), òî íàéäóòñÿ òî÷êè x, y, z ∈
Q(X, dX) òàêèå, ÷òî dX(x, z) = q1dX(x, y) + q2dX(y, z), ñì. [1℄. Â êà÷åñòâå
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ïðèìåðà ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d̂); äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ òî÷åê âèäà (1, q2), (q1, 1) ∈ ∂K ìû èìååì

d̂(x, y) = d̂(x, y) + q2d̂(y, y) = q1d̂(x, x) + d̂(x, y).

Ïðîâîäÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå òî÷êè çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Q
îïîðíûå ïðÿìûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ó Q ñóùåñòâóþò êðàéíèå òî÷êè. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Q ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé

ïî Ïàðåòî òî÷êîé ìíîæåñòâà Q (â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè èõ êîìïîíåíò),

íî íå íàîáîðîò [1℄. (Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ êðàéíåé

òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ òî÷åê x1, x2 ∈ A, ÷òî
x0 ∈ (x1, x2), òî åñòü x0 = tx1 + (1 − t)x2 äëÿ íåêîòîðîãî 0 < t < 1.) Òî÷êà
(q01, q

0
2) ∈ Q(X, dX) íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øåé, åñëè äëÿ âñåõ (q

′
1, q

′
2) ∈ Q(X, dX)

âûïîëíÿåòñÿ q′i ≥ q0i , i = 1, 2. Èç îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øåé òî÷êè ñðàçó æå

âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñâîéñòâî 2 ([1, 2℄). Åñëè íàèëó÷øàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñò-

âåííà; åñëè òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò, òî

Q(X, dX) = {(q1, q2) ∈ Πq1,q2 | q1 ≥ a, q2 ≥ b}

äëÿ íåêîòîðûõ a, b ≥ 1.

Ïðèìåðû (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ íàèëó÷øèìè òî÷êàì
(q01, q

0
2) òàêèìè, ÷òî q

0
1+q02 > 2, ñì. â [1, 5℄. Îòìåòèì, ÷òî íå ó êàæäîé (q1, q2)-

êâàçèìåòðèêè åñòü íàèëó÷øàÿ òî÷êà; íàïðèìåð ó (q1, q2)-êâàçèìåòðèêè
ρ[0,1](x, y) = |x− y|a, x, y ∈ [0, 1], a > 1, íàèëó÷øåé òî÷êè íåò [5℄.

�ðóïïû Êàðíî G, ñíàáæåííûå Box-êâàçèìåòðèêàìè BoxG, è áîëåå îá-

ùèå ýêâèðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà Êàðíî�Êàðàòåîäîðè ÿâëÿþòñÿ âàæ-

íûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñèììåòðè÷åñêèõ (1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ [4℄�[8℄; áîëåå òîãî, q2 6= 1 â îáùåì ñëó÷àå [8℄. Box-êâàçèìåòðèêè

áûëè ââåäåíû Íàéäæåëîì, Ñòåéíîì è Âýéíãåðîì â ðàáîòå [9℄ äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ îöåíîê ÿäåð íåêîòîðûõ íåýëëèïòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ (òèïà ñóáëàïëàñèàíà), èíäóöèðîâàííûõ âåêòîðíûìè ïîëÿìè, óäîâëå-

òâîðÿþùèìè óñëîâèþ Õåðìàíäåðà. Box-êâàçèìåòðèêè è èõ ñâîéñòâà èãðà-

þò îãðîìíóþ ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå íà ïðîñòðàíñòâàõ Êàðíî�

Êàðàòåîäîðè è ãðóïïàõ Êàðíî. Òàê, â ñâîåé �óíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå [7℄

Ñ. Ê. Âîäîïüÿíîâ è Ì. Á. Êàðìàíîâà, ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî Êàðíî�

Êàðàòåîäîðè èìåííî êàê ñèììåòðè÷åñêîå (q, q)-êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñò-

ðàíñòâî, ñíàáæåííîå Box-êâàçèìåòðèêîé, ïîëó÷èëè íîâîå è ïðîñòîå äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû �ðîìîâà î íèëüïîòåíòèçàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé êëàññà

C1,α
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Õåðìàíäåðà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî àâ-

òîðû äîêàçàëè âñå áàçîâûå ñâîéñòâà ëîêàëüíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ
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Êàðíî�Êàðàòåîäîðè (ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà �ðîìîâà, òåî-

ðåìà Ball-Box, òåîðåìà �àøåâñêîãî�×îó). Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ Ñ. Ê. Âîäîïüÿíîâ è Ì. Á. Êàðìàíîâà äîêàçàëè h-äè��åðåíöè-

ðóåìîñòü îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè ñ íåïðåðûâíû-

ìè ãîðèçîíòàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîëó÷èëè �îðìóëû êîïëîùàäè äëÿ

ãëàäêèõ êîíòàêòíûõ îòîáðàæåíèé è �îðìóëû ïëîùàäè äëÿ ëèïøèöåâûõ

îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè, ñì. [7℄.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé q2 äëÿ Box-êâàçèìåòðèê,
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê (1, q2)-êâàçèìåòðèêè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé,

ñì. [8, 10, 11℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ

îá îïèñàíèè ìíîæåñòâ Q(G,BoxG). Äëÿ íåêîòîðûõ (q1, q2)-êâàçèìåòðèê
ìíîæåñòâà èõ äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ áûëè íàéäåíû â ðàáîòàõ [1, 5℄, íî

äëÿ Box-êâàçèìåòðèê ìíîæåñòâà Q(G,BoxG) ðàíåå íå èçó÷àëèñü. Â 2015 ã.

íà êîí�åðåíöèè ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó ¾Ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû è

óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû¿ (17-21 äåêàáðÿ 2015 ã., ÈÌ ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê,

�îññèÿ) À. À. Àãðà÷åâûì áûë çàäàí âîïðîñ î òîì, êàê âûãëÿäÿò îáëàñòè

äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ Box-êâàçèìåòðèê ãðóïï �åéçåíáåðãà. Â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëó÷èëè îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Áîëåå òîãî, â ðàáîòå

ïîëó÷åíî îïèñàíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ Box-êâàçèìåòðèê

ãðóïï Hα1,...,αn
(ñì. [8, 14℄), èìåþùèõ áîëåå îáùóþ ñòðóêòóðó, ÷åì ãðóïïû

�åéçåíáåðãà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â § 2 ìû ïðèâîäèì âñå íåîáõîäèìûå

îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè Hα1,...,αn
è èõ Box-êâàçèìåòðèêàìè.

Â § 3 ìû ïîëó÷èëè îïèñàíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ Box-

êâàçèìåòðèêè ïåðâîé êàíîíè÷åñêîé ãðóïïû �åéçåíáåðãà H1
α (òåîðåìà 4). Â

§ 4, èñïîëüçóÿ ìåòîäû § 3, ìû ïîëó÷èëè îïèñàíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïà-

ðàìåòðîâ äëÿ Box-êâàçèìåòðèê êàíîíè÷åñêèõ ãðóïï Hα1,...,αn
(òåîðåìà 7).

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷à-

íèÿ.

� 2. Êàíîíè÷åñêèå ãðóïïû Hα1,...,αn
. Îïðåäåëåíèÿ è

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîé ãðóïïû Ëè.

Êàíîíè÷åñêîé êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïîé Ëè [12℄ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà Ëè G, ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì RN
ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x1, . . . , xN), èíäóöèðîâàííîé êî-

îðäèíàòíûì ðåïåðîì (O, e1, . . . , eN). Ïîýòîìó ìû ìîæåì îòîæäåñòâëÿòü

ëþáîé ýëåìåíò u ∈ G ñ åãî êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ; â ÷àñòíîñòè, íåé-

òðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G � òî÷êà O = (0, . . . , 0) (íà÷àëî êîîðäèíàò
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åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà RN
), è äëÿ ëþáîãî u = (x1, . . . , xN) ìû èìååì

u−1 = (−x1, . . . ,−xN). �ðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ¾·¿ íà G (ïî-äðóãîìó, ëåâûé

ñäâèã PG
u u′ = u · u′

ýëåìåíòà u′ ∈ G íà ýëåìåíò u ∈ G) îïðåäåëÿåòñÿ
ïðè ïîìîùè �îðìóëû Êýìïáåëëà � Õàóñäîð�à [13℄ è ñîîòâåòñòâóþùåé

òàáëèöû êîììóòàòîðîâ, çàäàííîé íà áàçèñíûõ îðòàõ {ei}i=1,...,N åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà RN
.

Êàíîíè÷åñêàÿ ãðóïïà Hα1,...,αn
îïðåäåëÿåòñÿ, ñì. [8, 14℄, â ñòàíäàðòíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
2n+1

ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t)

ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé òàáëèöû êîììóòàòîðîâ

[ei, ei+n] = αie2n+1, αi > 0, i = 1, . . . , n. (2.1)

�ðóïïû Hα1,...,αn
ÿâëÿþòñÿ 2-ñòóïåí÷àòûìè ãðóïïàìè Êàðíî ñ ãîðèçîí-

òàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òîïîëîãè÷åñêîé êîðàçìåðíîñòè 1, ñì. [15℄. Èñ-
ïîëüçóÿ òàáëèöó (2.1), çàïèøåì îïåðàöèþ ëåâîãî ñäâèãà äëÿHα1,...,αn

. Ïóñòü

w = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t), w
′ = (x′

1, . . . , x
′
n, y

′
1, . . . , y

′
n, t

′), òîãäà

P
Hα1,...,αn
w w′ = w · w′

=
(

x1 + x′
1, . . . , xn + x′

n, y1 + y′1, . . . , yn + y′n, t+ t′ +

n
∑

i=1

αi

2
(xiy

′
i − x′

iyi)
)

.

(2.2)

Îïðåäåëèì Box-êâàçèìåòðèêó Box~α,n íà ãðóïïå Hα1,...,αn
ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ïóñòü u, v ∈ Hα1,...,αn
, òîãäà v = u ·(u−1v) = uc, ãäå c = (c1, . . . , c2n+1) ∈

Hα1,...,αn
. Òîãäà

Box~α,n(u, v) = max{|c1|, . . . , |c2n|, |c2n+1|
1

2}.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ðàñòÿæåíèé δε : Hα1,...,αn
→ Hα1,...,αn

,

ε ≥ 0, äåéñòâóåò íà ýëåìåíòû u = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t) ïî ïðàâèëó

δεu = (εx1, . . . , εxn, εy1, . . . , εyn, ε
2t).

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, íàçûâàåìûå èíâàðèàíòíîñòüþ Box-êâàçèìåòðèêè

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé ðàñòÿæåíèé è ëåâûõ ñäâèãîâ, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì �àêòîâ îáùåé òåîðèè ãðóïï Êàðíî, ñì. [15℄, íî èõ íåñëîæíî

ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî:

Box~α,n(δεu, δεv) = εBox~α,n(u, v),

Box~α,n(P
Hα1,...,αn
w u, P

Hα1,...,αn
w v) = Box~α,n(u, v) ∀u, v, w ∈ Hα1,...,αn

.
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Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ãðóïï Hα1,...,αn
� ïåðâàÿ ãðóïïà �åéçåíáåðãà

H1
α (n = 1) è n-ãðóïïà �åéçåíáåðãà Hn

α (α1 = . . . = αn = α).
Box-êâàçèìåòðèêà ãðóïïûHα1,...,αn

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (1, q2)-êâà-
çèìåòðèêîé [8℄.

Òåîðåìà 3 (ñì. [8℄). Ïóñòü α0 =
n
∑

i=1

αi. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàí-

òû q2 â (1, q2)-îáîáùåííîì íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà äëÿ ãðóïïû Hα1,...,αn

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

q2 =

{

1, α0 ≤ 2,
α0

2
, α0 > 2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î ìíîæåñòâåQ(Hα1,...,αn
,Box~α,n),

íàì äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò åãî ãðàíèöà

∂Q(Hα1,...,αn
,Box~α,n).

Â íàøåì ñëó÷àå ãðàíèöà ìíîæåñòâà Q(Hα1,...,αn
,Box~α,n) ñîñòîèò èç òàêèõ

ïàð (q1, q2) ∈ Πq1,q2, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè u, v, w ∈ Hα1,...,αn
òàêèå, ÷òî

Box~α,n(u, w) = q1Box~α,n(u, v) + q2Box~α,n(v, w). (2.3)

Íî â ñèëó òîãî, ÷òî Box-êâàçèìåòðèêà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëåâûõ

ñäâèãîâ è äåéñòâèÿ ãðóïïû ðàñòÿæåíèé, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü

â (2.3) òîëüêî òàêèå òî÷êè u, v, w, ÷òî u = O, Box~α,n(O, v) = 1, w = v · δεw′
,

ãäå Box~α,n(O,w′) = 1, O � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Hα1,...,αn
.

� 3. Ìíîæåñòâî Q(H1
α,BoxH1

α

)

Êàíîíè÷åñêàÿ ïåðâàÿ ãðóïïà �åéçåíáåðãà H1
α, ñì. [8℄, îïðåäåëÿåòñÿ â

ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
3
ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x, y, t),

èíäóöèðîâàííîé êîîðäèíàòíûì ðåïåðîì (OHn
α
, e1, e2, e3), ïðè ïîìîùè ñëå-

äóþùåé òàáëèöû êîììóòàòîðîâ

{

[e1, e2] = αe3, α > 0,

[e1, e3] = [e2, e3] = 0.
(3.1)

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ H1
α îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé êîîðäèíàòíîé

çàïèñüþ, ò. å.

u = xe1 + ye2 + te3 = (x, y, t).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Êýìïáåëëà�Õàóñäîð�à [13℄ è òàáëèöó (3.1), ìû ïîëó-

÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå îïåðàöèè ëåâîãî ñäâèãà P
H1

α
w w′

ïðîèçâîëü-

íîãî ýëåìåíòà w′ = (x′, y′, t′) ∈ H
1
α íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w = (x, y, t) ∈

H1
α:
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PH1
α

w w′ = w · w′ =
(

x+ x, y + y′, t + t′ +
α

2
(xy′ − x′y)

)

. (3.2)

Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò O êàíîíè÷åñêîé ïåðâîé ãðóïïû �åéçåíáåðãà ñîâïà-

äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3
, ò. å. O = (0, 0, 0), è

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u = (x, y, t) ∈ H1
α ìû èìååì u−1 = (−x,−y,−t).

Ïóñòü u, v ∈ H1
α, òîãäà v = u · (u−1v) = uc, ãäå c = (c1, c2, c3). Òîãäà

Box-êâàçèðàññòîÿíèå íà ïåðâîé ãðóïïå �åéçåíáåðãà H1
α îïðåäåëÿåòñÿ êàê

BoxH1
α
(u, v) = max{|c1|, |c2|, |c3|

1

2}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ìíîæåñòâî Q(H1
α,BoxH1

α
), íàì äîñòàòî÷íî îïðå-

äåëèòü åãî ãðàíèöó.

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ∂Q(H1
α,BoxH1

α
) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:

1) ∂K â ñëó÷àå α ≤ 2
2) îáúåäèíåíèå äóãè âåòâè ãèïåðáîëû 4q21 + 4q22 − 4q1q2α + α2 − 4 = 0,

îãðàíè÷åííîé òî÷êàìèMq1 = (1, α
2
),Mq2 = (α

2
, 1), è ëó÷åé, ïðèíàäëåæàùèõ

∂K, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êàõ Mq1 , Mq2 ïðè α > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè v = (x, y, t), w′ = (x′, y′, t′) ∈ H1
α òàêîâû,

÷òî

BoxH1
α
(O, v) = BoxH1

α
(O,w′) = 1.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå BoxH1
α
, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

max{|x|, |y|, |t|, |x′|, |y′|, |t′|} = 1. (3.3)

Ìû èìååì

w = v ·δεw′ = (x, y, t) ·(εx′, εy′, ε2t′) = (x+εx′, y+εy′, t+ε2t′+
αε

2
(xy′−x′y)).

(3.4)

Â íàøåé ñèòóàöèè òîæäåñòâî (2.3) èìååò âèä

max
{

|x+ εx′|, |y + εy′|,
∣

∣t+ ε2t′ +
αε

2
(xy′ − x′y)

∣

∣

}

= q1 + εq2. (3.5)

Íàøà çàäà÷à � íàéòè òàêèå (q1, q2) ∈ K, ÷òî òîæäåñòâî (3.5) èìååò ìåñòî

äëÿ êàêèõ-ëèáî ïîäõîäÿùèõ òðîåê v, w′, ε, äëÿ îñòàëüíûõ òðîåê ìû èìååì

â (3.5) ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

1) Â ñëó÷àå α ≤ 2, ó÷èòûâàÿ (3.3), ìû èìååì

BoxH1
α
(O,w) ≤ 1 + ε,

è ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå Q(H1
α,BoxH1

α
) = K.
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2) �àññìîòðèì ñëó÷àé α > 2. Òîãäà

max
w

BoxH1
α
(O,w) = (1 + αε+ ε2)

1

2 ,

íàïðèìåð, ïðè v = (1, 1, 1), w′ = (−1, 1, 1). Ìû èìååì, ñì. (2.3),

1+αε+ε2 = (q1+εq2)
2 ⇔ (q21−1)+(2q1q2−α)ε+(q22−1)ε2 = f(ε) = 0. (3.6)

Ïóñòü q1, q2 > 1. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàññìîòðèì êàê êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ε. Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí

4q21 + 4q22 − 4q1q2α + α2 − 4 = D(q1, q2).

Åñëè D(q1, q2) = 0, òî óðàâíåíèå (3.6) èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé

êîðåíü εq1,q2 êðàòíîñòè 2, è òàêèì îáðàçîì,

(q1 + εq2)
2 − (1 + αε+ ε2) ≥ 0, ε ≥ 0.

Åñëè ïàðà (q1, q2) ∈ K òàêîâà, ÷òî D(q1, q2) < 0, òî â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàò-

íîå óðàâíåíèå (3.6) íå èìååò ðåøåíèé, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

(q1 + εq2)
2 − (1 + αε+ ε2) > 0, ε > 0;

ïîýòîìó òàêèå ïàðû (q1, q2) íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ∂Q(H1
α,BoxH1

α
).

Ïóñòü (q1, q2) ∈ K òàêîâà, ÷òî D(q1, q2) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ó êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ (3.6) åñòü äâà êîðíÿ; íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèòóà-

öèè, êîãäà q1, q2 > 1, íè îäèí èç ýòèõ êîðíåé íå ìîæåò áûòü ðàâåí 0. Òî
åñòü, îíè èëè îáà ïîëîæèòåëüíû, èëè îáà îòðèöàòåëüíû. Îòðèöàòåëüíûå

êîðíè íàñ íå èíòåðåñóþò. �àññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, îáîçíà÷èì

åãî ε0. Íî òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ε0 �óíêöèÿ

f(ε) ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Íî

ýòî ñîîòâåòñòâóò òîìó, ÷òî òàêèå òî÷êè (q1, q2) íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
Q(H1

α,BoxH1
α
).

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â

ïëîñêîñòè Πq1,q2 óðàâíåíèå D(q1, q2) = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó γ ñ

öåíòðîì ñèììåòðèè â íà÷àëå êîîðäèíàò è îñüþ ñèììåòðèè, ñîäåðæàùåé â

ñåáå áèññåêòðèñó ïðàâîãî âåðõíåãî óãëà ïëîñêîñòè Πq1,q2. Íàïðàâëÿþùèå

âåêòîðû (a, b) àñèìïòîò ãèïåðáîëû γ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó

a
b
= α±

√
α2−4
2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ+
âåòâü ãèïåðáîëû γ, ïðèíàäëåæàùóþ ïðàâîìó âåðõ-

íåìó êîîðäèíàòíîìó óãëó ïëîñêîñòè Πq1,q2. Âåðøèíà O′
âåòâè γ+

èìååò

êîîðäèíàòû

(

√
2 + α

2
,

√
2 + α

2

)

.
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Òî÷êà Mq2 ïåðåñå÷åíèÿ γ+
è ïðÿìîé q2 = 1 èìååò êîîðäèíàòû (α

2
, 1); áîëåå

òîãî, âåòâü γ+
êàñàåòñÿ ïðÿìîé q2 = 1 â òî÷êå Mq2. Èç î÷åâèäíîé ñèììåò-

ðèè ñëåäóåò, ÷òî âåòâü γ+
êàñàåòñÿ ïðÿìîé q1 = 1 â òî÷êå Mq1 = (1, α

2
).

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò ãèïåðáîëû γ è ìíîæåñòâà ∂K èìåþò êî-

îðäèíàòû

(α +
√
α2 − 4

2
, 1
)

,
(

1,
α +

√
α2 − 4

2

)

.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ∂Q(H1
α,BoxH1

α
) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäè-

íåíèå äóãè âåòâè γ+
, îãðàíè÷åííîé òî÷êàìè Mq1, Mq2, è ëó÷åé, ïðèíàäëå-

æàùèõ ∂K, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êàõ Mq1 , Mq2.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò �àêò, ÷òî òî÷êà Mq1 �èãóðèðóåò â òåîðåìå 3

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà n = 1.

Ñëåäñòâèå 5. Box-êâàçèìåòðèêà BoxH1
α
óäîâëåòâîðÿåò

(

√
2+α

2
,
√
2+α

2

)

-

-îáîáùåííîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è íå óäîâëåòâîðÿåò (q, q)-îáîá-

ùåííîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, åñëè q <
√
2+α

2
.

Ñëåäñòâèå 6. Box-êâàçèìåòðèêà BoxH1
α
íå îáëàäàåò íàèëó÷øåé òî÷êîé.

� 4. Ìíîæåñòâî Q(Hα1,...,αn
,Box~α,n)

Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü åå àíàëîã äëÿ

ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâQ(Hα1,...,αn
,Box~α,n). Äëÿ ýòîãî íàì íåîá-

õîäèìî âìåñòî (3.4) ðàññìîòðåòü òîæäåñòâî

w = v · δεw′

=
(

x1+εx′
1, . . . , xn+εx′

n, y1+εy′1, . . . , yn+εy′n, t+t′+
ε

2

n
∑

i=1

αi(xiy
′
i−x′

iyi)
)

,

(4.1)

ãäå v = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t), w = (x′
1, . . . , x

′
n, y

′
1, . . . , y

′
n, t

′). Ìû èìååì,

ñð. ñ (3.3), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Box~α,n, ÷òî

max{|x1|, |y1|, . . . , |xn|, |yn|, |x′
1|, |y′1|, . . . , |x′

n|, |y′n|, |t|, |t′|} = 1. (4.2)

Ïóñòü α0 =
n
∑

i=1

αi, ñì. òåîðåìó 3. Òîãäà, â ñëó÷àå α0 ≤ 2, ó÷èòûâàÿ (4.2),

ìû èìååì

Box~α,n(O,w) ≤ 1 + ε,
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è ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå Q(Hα1,...,αn
,Box~α,n) = K. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé

α0 > 2. Òîãäà
max
w

BoxH~α,n
(O,w) = (1 + α0ε+ ε2)

1

2 ,

ñì. òàêæå [8℄. Ïîñëå, ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4,

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâî ∂Q(Hα1 ,...,αn
,Box~α,n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:

1) ∂K â ñëó÷àå α0 ≤ 2,
2) îáúåäèíåíèå äóãè âåòâè ãèïåðáîëû 4q21 + 4q22 − 4q1q2α0 + α2

0 − 4 = 0,
îãðàíè÷åííîé òî÷êàìè Mq1 = (1, α0

2
), Mq2 = (α0

2
, 1), è ëó÷åé, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ∂K, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êàõ Mq1 , Mq2 , ïðè α0 > 2.
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