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Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðíîçíà÷íûõ àíàëèòè-

÷åñêèõ �óíêöèé ðàñïðîñòðàíåíà íà øèðîêèé êëàññ ëèíåéíûõ íåîãðà-

íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà íå

âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâàõ. Òàêæå óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà äðîáíûõ ñòå-

ïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Â ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ âõîäÿò

äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ îäíîðîäíûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâ-

íûõ �óíêöèé íà îãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

Àáñòðàêòíûå óðàâíåíèÿ Ìàòü¼�Õèëëà, ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîé �îð-

ìå, îïåðàòîðíûå ýêñïîíåíòû è äðîáíûå ñòåïåíè, ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-

çîíàíñ.
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Abstrat

In this paper, the lassial theory of operator-valued analyti funtions

is extended to a wide lass of linear unbounded operators, de�ned in

Banah spaes on not everywhere dense sets. The properties of frational

powers of the orresponding operators are also established. The lass

under onsideration inludes Sturm�Liouville di�erential operators with

homogeneous Dirihlet boundary onditions, ating in spaes of ontinuous

funtions on bounded intervals.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òåìà íàñòîÿùåé ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì òåîðèè

íåëèíåéíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

Ìàòü¼�Õèëëà:

d2u(t)

dt2
+ Au(t) = εF (ωt, u). (1)
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Çäåñü u(t) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

E, çàâèñÿùàÿ îò âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t; A � äåéñòâóþ-

ùèé â E ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê îãðàíè÷åííûì, òàê

è íåîãðàíè÷åííûì; ε � ìàëûé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð; F (τ, u) � îòîáðàæå-

íèå ñî çíà÷åíèÿìè â E, íåïðåðûâíîå ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è ïî-

÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ïî ïåðåìåííîé τ ; ω � ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ εF (ωt, u). Â
÷àñòíîñòè, A ìîæåò áûòü ýëëèïòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé èëè â ïðîñòðàí-

ñòâå Lp, ãäå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ε = 0 íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî
ïî Ëÿïóíîâó. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε 6= 0, êîãäà
÷àñòîòà ω áëèçêà ê íåêîòîðûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì, íàçûâàåòñÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì. Ýòî ÿâëåíèå èìååò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå

è ìíîãî ëåò èçó÷àåòñÿ ìèðîâûì íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì. Â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ ðàçðàáîòàíà �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ óðàâíåíèé

ñ ëèíåéíûìè ïî u îòîáðàæåíèÿìè F . Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà�èÿ ïðèâåäåíà
â ìîíîãðà�èÿõ [1℄, [2℄. Íî äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîêà óñòàíîâëåíà

òîëüêî ñåðèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðè îïðåäåëåííûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [3℄ ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå (1) â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì A, èìåþùèì
âïîëíå íåïðåðûâíûé îáðàòíûé A−1

.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà è åãî ðàñïðîñòðàíå-

íèÿìè íà øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

(ñì. [4℄�[6℄). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñè-

ñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñòàíäàðòíîé �îðìå â ñìûñëå Áîãîëþáîâà:

dw(t)

dt
= εf(t, ω, w),

ãäå w(t) � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè (w1(t), w2(t)), ñâÿçàííûìè ñ u(t) îáîá-
ùåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Âàí-äåð-Ïîëÿ:

w1(t) = exp (−it
√
A)[

√
Au(t)− iu′(t)]/2,

w2(t) = exp (+it
√
A)[

√
Au(t) + iu′(t)]/2.

Îäíàêî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ ïîäõîäîâ íà óðàâíåíèÿ â áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ñ îïåðàòîðàìè A, îïðåäåëåííûìè íà íå âñþäó ïëîòíûõ ìíî-

æåñòâàõ, ïîêà íå ðåàëèçîâàíî. Îäíà èç ãëàâíûõ ïðîáëåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî

äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ íå ðàçðàáîòàíà äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ òåîðèÿ äðîáíûõ

ñòåïåíåé. Òàêæå íå ÿñíî, áóäóò ëè ýòè äðîáíûå ñòåïåíè ïîðîæäàòü ñèëüíî

íåïðåðûâíûå îïåðàòîðíûå ýêñïîíåíòû â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Âàí-äåð-Ïîëÿ.
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Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå A ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí îïåðàòîð Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[a, b]:

A : v(x) → −d
2v

dx2
+ q(x)v(x), q(x) ∈ C[a, b], q(x) > 0. (2)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç äâàæäû ãëàäêèõ �óíê-

öèé v(x), ðàâíûõ íóëþ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [a, b]. Òàêèå îïåðàòîðû ÷àñòî

íàçûâàþò ¾ïëîõèìè¿ (ñì. ðàçäåë 16.2 êíèãè [7℄) è ïåðåõîäÿò ê èõ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèþ â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2, ïðèìåíÿÿ òåîðèþ îáîáùåí-

íûõ ïðîèçâîäíûõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî êîððåêòíî îáîñíî-

âàòü ñóùåñòâîâàíèå

√
A. Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, áóäóò ëè

îïåðàòîðû

√
A ïîðîæäàòü ñèëüíî íåïðåðûâíûå ïîëóãðóïïû exp (±it

√
A).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà Ò. Êàòî [8℄ ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñèëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ýòîé ïîëóãðóïïû.

Íî ïðîâåðêà ýòèõ óñëîâèé âåñüìà çàòðóäíèòåëüíà, òàê êàê îíè âêëþ÷àþò

îöåíêè âñåõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà i
√
A.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êëàññà îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëî-

ãàìè ¾ïëîõîãî¿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, íàéäåíû óñëîâèÿ, ãàðàí-

òèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå äðîáíûõ ñòåïåíåé, è óñòàíîâëåíû èõ íåêîòîðûå

ïðèíöèïèàëüíûå ñâîéñòâà. Ïðè ýòîì ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ òðàäè-

öèîííûå îáîçíà÷åíèÿ: R è C � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ‖ · ‖X � íîðìà ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X , ‖ · ‖X→Y �

íîðìà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y , è ò.ä.

� 2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíà äëÿ

òàê íàçûâàåìûõ ïîçèòèâíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì.,

íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [7℄, [9℄). Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð A â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) íàçûâàåòñÿ ïîçèòèâíûì, åñëè îòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîëóîñü

R− = {λ ∈ R : λ 6 0} ñîñòîèò èç åãî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, à äëÿ ðåçîëüâåíòû
RA(λ) = (A− λI)−1

íà ìíîæåñòâå R− âûïîëíåíà îöåíêà

‖ RA(λ) ‖E→E 6M(1+ | λ |)−1. (3)

Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà äðîáíûõ ñòåïåíåé ÿâëÿþòñÿ

ñëåäñòâèÿìè áîëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé î ïîñòðîåíèè îïåðàòîðíîçíà÷íûõ

�óíêöèé f(A), ãäå f(λ) � àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè C ñ ðàçðåçîì âäîëü ïîëóîñè R−, óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíûì
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óñëîâèÿì ïðè |λ| → ∞. Ìû ðàñïðîñòðàíèì ýòè ðåçóëüòàòû íà áîëåå øè-

ðîêîå ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé f(λ), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïå-

ðàòîðîâ A, ÿâëÿþùèõñÿ àáñòðàêòíûìè àíàëîãàìè îïåðàòîðîâ Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ.

Ïóñòü r è ϕ � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ϕ < π/2.
Ñèìâîëîì S(r, ϕ) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì |λ| > r, |argλ| 6 ϕ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàìêíó-

òûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿD(A) êîòîðîãî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ âñþäó ïëîòíîé, ïðèíàäëåæèò êëàññó
K(r, ϕ), åñëè ìíîæåñòâî ∆(r, ϕ) = CrS(r, ϕ) ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
îïåðàòîðà A è äëÿ ýòèõ òî÷åê âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3). Èçâåñòíî, ÷òî

â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (2) ñ íóëåâûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [a, b] îáëàäàþò óêà-
çàííûìè ñâîéñòâàìè, ïîýòîìó ýëåìåíòû K(r, ϕ) ìîæíî ñ÷èòàòü àáñòðàêò-
íûìè àíàëîãàìè îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

�àñïðîñòðàíèì òåïåðü êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå îïåðàòîðíîçíà÷íûõ �óíê-

öèé f(A) íà ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû A : E → E, ïðèíàäëåæàùèå K(r, ϕ).
Äîïóñòèì, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f(λ) îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà
â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ωf , ñîäåðæàùåì S(rf , ϕf), ãäå rf < r, ϕf > ϕ. Âûáå-
ðåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ρ è ψ òàê, ÷òîáû rf 6 ρ < r, ϕf > ψ > ϕ. Òîãäà
ãðàíèöà Γ ìíîæåñòâà S(ρ, ψ) áóäåò ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè ∆(r, ϕ)∩Ωf , ãäå

îáå �óíêöèè f(λ) è RA(λ) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè. Îðèåíòèðóåì êîí-

òóð Γ òàê, ÷òîáû ïðè åãî îáõîäå ìíîæåñòâî S(ρ, ψ) îñòàâàëîñü ñëåâà, è

ñîñòàâèì èíòåãðàë

− 1

2πi

∫

Γ

f(λ)RA(λ) dλ. (4)

Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû lim|λ|→∞ λγf(λ) = 0 ïðè êàêîì-íèáóäü

γ > 0, çàâèñÿùåì îò �óíêöèè f . Òîãäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (3), äàí-

íûé èíòåãðàë îêàæåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ïî íîðìå ‖ · ‖E→E. Áîëåå

òîãî, â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ çíà÷åíèå ýòîãî

èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ ρ è ψ, îïðåäåëÿþùèõ êîí-

òóð Γ è ðàñïîëîæåííûõ â óêàçàííûõ âûøå ïðîìåæóòêàõ. Ïîýòîìó ïðè

âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé èíòåãðàë (4) öåëåñîîáðàçíî íàçâàòü

çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîçíà÷íîé �óíêöèè f(A).

Îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðíîçíà÷íûõ �óíêöèé ñîñòîèò â òîì,

÷òî åñëè äëÿ îïåðàòîðà A è �óíêöèé f(λ), g(λ) ñóùåñòâóþò f(A) è g(A), òî
ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà f(A)g(A) = fg(A).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîçèòèâíûõ îïåðàòîðîâ èìååòñÿ â

[9℄. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà îïåðàòîðû êëàññà K(r, ϕ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ∈ K(r, ϕ), à �óíêöèè f(λ) è g(λ) óäîâëåòâîðÿþò
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ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ f(A) è g(A). Íà îñíîâàíèè

ýòèõ óñëîâèé, íàéäóòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû rj è ϕj (j = 1, 2), ÷òî 0 < rj < r,
π
2
> ϕj > ϕ è Ωf ⊃ S(r1, ϕ1), Ωg ⊃ S(r2, ϕ2). Êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ

ïîëîæèòåëüíûõ γj ïðåäåëû ïðîèçâåäåíèé λγ1f(λ) è λγ2g(λ) ïðè |λ| → ∞
ðàâíû íóëþ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ: ρ = max rj, ψ =
minϕj . Î÷åâèäíî, ÷òî ρ < r è ψ > ϕ. Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü ρ′ è ψ′

òàê, ÷òîáû ρ < ρ′ < r, ψ > ψ′ > ϕ. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò ñåðèÿ

âêëþ÷åíèé:

Ωf ∩ Ωg ⊃ S(r1, ϕ1) ∩ S(r2, ϕ2) ⊃ S(ρ, ψ) ⊃ S(ρ′, ψ′) ⊃ S(r, ϕ),

ïðè÷åì ãðàíèöû òðåõ ïîñëåäíèõ ìíîæåñòâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü

Γ è Γ′
� ãðàíèöû S(ρ, ψ) è S(ρ′, ψ′) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Γ ⊂ ∆(r, ϕ)∩Ωf ,

Γ′ ⊂ ∆(r, ϕ) ∩ Ωg è ñóùåñòâóþò

f(A) = − 1

2πi

∫

Γ

f(λ)RA(λ) dλ, g(A) = − 1

2πi

∫

Γ′

g(µ)RA(µ) dµ.

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåðåñóþùåå íàñ ïðîèçâåäåíèå:

f(A)g(A) = − 1

2πi
f(A)

∫

Γ′

g(µ)RA(µ) dµ = − 1

2πi

∫

Γ′

f(A)g(µ)RA(µ) dµ

=
−1

4π2

∫

Γ′

(
∫

Γ

f(λ)RA(λ) dλ

)

g(µ)RA(µ) dµ

=
−1

4π2

∫

Γ′

(
∫

Γ

f(λ)g(µ)RA(λ)RA(µ) dλ

)

dµ

= − 1

4π2

∫

Γ′

(
∫

Γ

f(λ)g(µ)
RA(λ)− RA(µ)

λ− µ
dλ

)

dµ.

Çäåñü äâàæäû èñïîëüçîâàíî ñîîáðàæåíèå î òîì, ÷òî îãðàíè÷åííûé ëèíåé-

íûé îïåðàòîð ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà.

Ñíà÷àëà f(A) âíåñëè ïîä çíàê èíòåãðàëà ïî Γ′
, à çàòåì g(µ)RA(µ) � ïîä

èíòåãðàë ïî Γ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêîé

�îðìóëû RA(λ) − RA(µ) = (λ − µ)RA(λ)RA(µ). Ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë

ðàçëîæèì â ñóììó äâóõ è â îäíîì èç íèõ èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâà-

íèÿ:

− 1

4π2

∫

Γ

f(λ)RA(λ)

(
∫

Γ′

g(µ)

λ− µ
dµ

)

dλ

+
1

4π2

∫

Γ′

g(µ)RA(µ)

(
∫

Γ

f(λ)

λ− µ
dλ

)

dµ. (5)
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Ïðèâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåãêî îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ àáñîëþòíóþ

ñõîäèìîñòü êàæäîãî èíòåãðàëà â (5), êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàíà íåðàâåíñòâà-

ìè |λ−µ| > c|λ| è |λ−µ| > c|µ|, ãäå λ ïðèíàäëåæèò ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñò-

êàì êîíòóðà Γ, à µ � ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêàì êîíòóðà Γ′
. Äëÿ ïðîâåðêè

ýòèõ íåðàâåíñòâ çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòêè ðàñïîëîæåíû íà

ïîëóïðÿìûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

�àññìîòðèì äâå òàêèå ïîëóïðÿìûå P è P ′
, ÿâëÿþùèåñÿ ñòîðîíàìè óãëà

âåëè÷èíû θ ∈ (0, π), è âûáåðåì íà íèõ äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè λ ∈ P è

µ ∈ P ′
. Ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 0, λ, µ, äëèíû ñòîðîí êîòîðî-

ãî ðàâíû |λ|, |µ| è |λ−µ|. Åñëè óãîë θ > π/2, òî íàõîäÿùàÿñÿ ïðîòèâ íåãî
ñòîðîíà èìååò íàèáîëüøóþ äëèíó, ïîýòîìó |λ−µ| > |λ| è |λ−µ| > |µ|. Åñ-
ëè æå θ < π/2, òî äëèíà ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû áóäåò íå ìåíüøå äëèí

âûñîò, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí λ è µ, äëèíû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

|λ| sin θ è |µ| sin θ.
Âåðíåìñÿ ê �îðìóëå (5) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî êîí-

òóð Γ′
ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γ. Îòêóäà, íà îñíî-

âàíèè èíòåãðàëüíîé �îðìóëû Êîøè, ïîëó÷àåì:

∫

Γ′

g(µ)

λ− µ
dµ = 0,

∫

Γ

f(λ)

λ− µ
dλ = (2πi)f(µ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(A)g(A) = − 1

2πi

∫

Γ′

f(µ)g(µ)RA(µ) dµ = fg(A).

Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå �óíêöèé f(A)
äëÿ îïåðàòîðîâ A ∈ K(r, ϕ) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû îòêàçàëèñü îò òðåáîâà-

íèÿ ïëîòíîñòè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ D(A) â ïðîñòðàíñòâå E. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çàìûêàíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì E0 ⊂ E, êîòîðîå ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñî âñåì E, è âûÿñíèì,

ãäå ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ f(A). Òàê êàê èíòåãðàë (4) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
ïî íîðìå ‖ · ‖E→E, òî çíà÷åíèå îïåðàòîðà f(A) íà ëþáîì ýëåìåíòå x ∈ E
âûðàæàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ïî íîðìå ‖ · ‖E èíòåãðàëîì

f(A)x = − 1

2πi

∫

Γ

f(λ)RA(λ)x dλ.

Çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(λ)RA(λ)x íà ëþáûõ ýëåìåíòàõ x ∈ E ïðèíàäëå-

æàò D(A), íî òîãäà çíà÷åíèÿ äàííîãî èíòåãðàëà ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèþ
D(A), òî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâó E0.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì äðîáíûå ñòåïåíè îïåðàòîðîâ êëàññà K(r, ϕ). Äëÿ
ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñòåïåíÿìè Aα

, ãäå |α| 6 1. Ïóñòü 0 < α < 1, òîãäà
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�óíêöèÿ f(λ) = λ−α
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ

ðàçðåçîì âäîëü ïîëóîñè R− è óäîâëåòâîðÿåò ïðåäúÿâëåííûì âûøå óñëîâè-

ÿì, ãàðàíòèðóþùèì ñóùåñòâîâàíèå f(A). Ïîýòîìó íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

E îïðåäåëåí îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

A−α = − 1

2πi

∫

Γ

λ−αRA(λ) dλ,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâó E0. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþ-

áûõ ïîëîæèòåëüíûõ α è β, ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå 1, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
A−αA−β = A−(α+β)

. Ýòî ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ è ïðè α + β = 1, ïðè÷åì â

äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà:

A−αA−β = − 1

2πi

∫

Γ

λ−1RA(λ) dλ = RA(0) = A−1.

Èç ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò åùå îäíî ñâîéñòâî îòðèöàòåëü-

íûõ äðîáíûõ ñòåïåíåé. Ñèìâîëîì Fα îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïå-

ðàòîðà A−α
. Ïóñòü 0 < α < β < 1, òîãäà A−β = A−αA−(β−α)

è çíà÷åíèå

îïåðàòîðà A−β
íà ëþáîì ýëåìåíòå x ∈ E ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì A−α

íà

ýëåìåíòå A−(β−α)x. Ñëåäîâàòåëüíî, Fβ ⊂ Fα. Àíàëîãè÷íîe ñâîéñòâî ñïðà-

âåäëèâî â ñëó÷àå β = 1: F1 ⊂ Fα. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî F1 = D(A), ïîëó÷èì
âêëþ÷åíèå D(A) ⊂ Fα ⊂ E0. Òàê êàê çàìûêàíèå D(A) ñîâïàäàåò ñ E0, òî

çàìûêàíèå Fα òîæå ñîâïàä¼ò ñ E0 ïðè âñåõ α ∈ (0, 1).
Òåïåðü îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíûå äðîáíûå ñòåïåíè Aα

ïðè êàæäîì

α ∈ (0, 1]. Òàê êàê îïåðàòîð A−1
èìååò îáðàòíûé, òî ïðè âñåõ îòëè÷íûõ

îò íóëÿ ýëåìåíòàõ x ∈ E çíà÷åíèÿ A−1x íå ðàâíû íóëþ. Íà îñíîâàíèè

ðàâåíñòâà A−1x = A−(1−α)A−αx, çíà÷åíèÿ A−αx òàêæå íå ìîãóò ðàâíÿòü-

ñÿ íóëþ. Ïîýòîìó îïåðàòîð A−α
èìååò îáðàòíûé, êîòîðûé öåëåñîîáðàçíî

íàçâàòü ïîëîæèòåëüíîé äðîáíîé ñòåïåíüþ Aα
.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Aα
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé

A−α
è ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â E0. Êðîìå òîãî, ïðè α è β, ñóììà êîòîðûõ

íå ïðåâîñõîäèò 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî AαAβ = A(α+β)
. Äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ A ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîé

â ïðîñòðàíñòâå E, ïðèâåäåíî â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðà�èÿõ (íàïðèìåð, â

[7℄, [9℄), è åãî ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà èçó÷àåìûé íàìè ñëó÷àé. Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà:

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E îïðåäåëåí

îïåðàòîð A, ïðèíàäëåæàùèé êëàññóK(r, ϕ), ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿD(A),
ïëîòíîé â ïîäïðîñòðàíñòâå E0 ⊂ E. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] ñóùåñòâó-
åò äðîáíàÿ ñòåïåíü Aα

, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé òàêæå ñîäåðæèòñÿ è

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé â E0.
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Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò êâàäðàòíûé êîðåíü

√
A. Â äàëüíåéøåì áóäåì

èçó÷àòü ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòîò êîðåíü ïîðîæ-

äàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó exp (±it
√
A).
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