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Àííîòàöèÿ

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðíûõ àëãåáð.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëàñü ðàáîòà

ß.Ôðèäìàíà è Á.�óññî, â êîòîðîé áûëè ââåäåíû ãðàíåâî ñèììåòðè÷-

íûå ïðîñòðàíñòâà, îñíîâíîé öåëüþ ââåäåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿëàñü ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ JBW ∗
-òðîåê,

äîïóñêàþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ìíîãèå èç ñâîéñòâ, òðåáóå-

ìûõ â ýòèõ õàðàêòåðèçàöèÿõ, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïðåäïîëîæåíèÿ-

ìè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðå�ëåêñèâíûõ àòîìè-

÷åñêèõ íåéòðàëüíûõ ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è

Y ïðåîáðàçîâàíèå P : MX → MY ñîõðàíÿþùåå îðòîãîíàëüíîñòü ìåæäó

ãåîìåòðè÷åñêèìè òðèïîòåíòàìè è ïñåâäî-âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîäîë-

æàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà èç X∗
â Y ∗

.
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Abstrat

The problem on geometri haraterization of state spaes of operator

algebras is important in the theory of suh algebras. In the mid-

80's, Friedman and Russo introdued faially symmetri spaes for

geometri haraterization of the predual spaes of JBW*-triples that

admit an algebrai struture. Many properties that are required in suh

haraterizations are natural assumptions on state spaes of physial

systems. These spaes are regarded as a geometri model for states in

quantum mehanis. In the present artile, we prove that, for all re�exive

atomi neutral strongly faially symmetri spaes X and Y , if a transform

P : MX → MY preserves both orthogonality between geometri triponents

and the transition pseudo-probabilities then P an be extended to an

isometri isomorphism from X∗
to Y ∗

.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, îñíîâíîé öåëüþ ââå-

äåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäñîïðÿæåí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ JBW ∗
-òðîåê, äîïóñêàþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,

âîñõîäèò ê ðàáîòàì ß. Ôðèäìàíà è Á. �óññî [1℄, [2℄. Ìíîãèå èç ñâîéñòâ,

òðåáóåìûå â ýòèõ õàðàêòåðèçàöèÿõ, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïðåäïîëîæå-

íèÿìè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êîìïëåêñ-

íûõ àëãåáð �îí Íåéìàíà è áîëåå îáùèõ JBW ∗
-òðîåê ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëü-

íûì ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì [3℄. Â ðàáîòå [4℄ áû-

ëè äàíû ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè êîìïëåêñíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è êîìïëåêñíûõ ñïèí-�àêòîðîâ, à òàêæå äàíî îïèñàíèå JBW ∗
-

òðîåê ðàíãà 1 è 2, �àêòîðîâ Êàðòàíà òèïà 1 è 4. Ïîçæå ß.Ôðèäìàí è

Á.�óññî â ðàáîòå [5℄ ïîëó÷èëè îïèñàíèå àòîìè÷åñêèõ ãðàíåâî ñèììåòðè÷-

íûõ ïðîñòðàíñòâ, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåéòðàëüíîå, ñèëüíî ãðàíåâî ñèì-

ìåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîð�íî ïðåäñîïðÿæåííîìó ïðî-

ñòðàíñòâó îäíîãî èç �àêòîðîâ Êàðòàíà òèïà 1-6. Ì.Íåéë è Á.�óññî â [6℄

îïðåäåëèëè ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãðàíåâî ñèììåòðè÷íîå

ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì ïðåäñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó

êîìïëåêñíûõ JBW ∗
-òðîåê. Â ðàáîòå [7℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñîïðÿ-

æåííîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîãî JBW -�àêòîðà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãðà-

íåâî ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí

àáåëåâ èëè ñïèí-�àêòîð. Â ðàáîòå [8℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðåäñîïðÿæåí-

íîå ïðîñòðàíñòâî JBW -àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì

ïðîñòðàíñòâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà åñòü ïðÿìàÿ ñóì-

ìà àáåëåâîé àëãåáðû è àëãåáðû òèïà I2. Â ðàáîòå [9℄ äàíî îïèñàíèå êî-

íå÷íîìåðíûõ âåùåñòâåííûõ íåéòðàëüíûõ ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâ ñ ñâîéñòâîì JP (ñîâìåñòíîå ðàçëîæåíèå Ïèðñà), è áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî Z ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì íåéòðàëüíûì

ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ñ óíèòàðíûì òðèïîòåíòîì,

òî Z èçîìåòðè÷åñêè èçîìîð�åí ïðîñòðàíñòâó L1(Ω,Σ, µ), ãäå (Ω,Σ, µ) �
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðå�ëåêñèâíûõ àòîìè÷åñêèõ íåé-

òðàëüíûõ ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ïðåîáðà-

çîâàíèå P : MX → MY ñîõðàíÿþùåå îðòîãîíàëüíîñòü ìåæäó ãåîìåòðè-

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 99-110

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 99-110



102 Èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîð�èçì SFS-ïðîñòðàíñòâ

÷åñêèìè òðèïîòåíòàìè è ïñåâäî-âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîäîëæàåòñÿ äî

èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà èç X∗
â Y ∗

.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðàíåâî-

ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ [1, 2, 3, 4, 5, 6℄.

Ïóñòü Z � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ýëåìåíòû f, g ∈ Z íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, îáîçíà÷åíèå f♦g, åñëè

‖f + g‖ = ‖f − g‖ = ‖f‖+ ‖g‖.

Ïîäìíîæåñòâà S, T ⊂ Z íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, îáîçíà÷åíèå

S♦T, åñëè f♦g äëÿ âñåõ (f, g) ∈ S × T.
Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ïðîñòðàíñòâà Z ïîëîæèì S♦ = {f ∈ Z : f♦g, ∀ g ∈

S} è íàçîâåì S♦
îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê S.

Âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî F åäèíè÷íîãî øàðà Z1 = {f ∈ Z : ‖f‖ 6 1}
íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ, åñëè âêëþ÷åíèå λg + (1 − λ)h ∈ F, ãäå g, h ∈ Z1, λ ∈
(0, 1), âëå÷åò g, h ∈ F.

�ðàíü F èç Z1 íàçûâàåòñÿ âûñòàâëåííîé ïî íîðìå, åñëè F = Fu = {f ∈
Z : u(f) = 1} äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ Z∗

ñ ‖u‖ = 1.
Ýëåìåíò u ∈ Z∗

íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé åäèíèöåé, åñëè ‖u‖ = 1 è

u(g) = 0 ïðè âñåõ g ∈ F♦
u .

Âûñòàâëåííàÿ ïî íîðìå ãðàíü Fu èç Z1 íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ãðà-

íüþ, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ Su èç Z íà Z òàêàÿ, ÷òî S2
u = I,

è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîòîðîé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òîïîëî-

ãè÷åñêîé ïðÿìîé ñóììîé çàìûêàíèÿ spFu ëèíåéíîé îáîëî÷êè ãðàíè Fu è

åå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ F ⋄
u .

Ïðîñòðàíñòâî Z íàçûâàåòñÿ ñëàáî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàí-

ñòâîì (WFS-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè êàæäàÿ âûñòàâëåííàÿ ïî íîðìå ãðàíü
èç Z1 � ñèììåòðè÷íà.

Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ C∗
-àëãåáðîé. Åñëè v � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ èç A, òî

ýëåìåíòû l = vv∗ è r = v∗v ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè. Äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íîé
èçîìåòðèè v ïðîåêòîðû E (v), F (v) è G (v) íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå A
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E (v)x = lxr, F (v) x = (1− l) x (1− r) , G (v)x = lx (1− r) + (1− l) xr.

E (v), F (v) è G (v) íàçûâàþòñÿ Ïèðñîâñêèìè ïðîåêòîðàìè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè v.
Èçâåñòíî ([3℄, ëåììà 2.8), ÷òî åñëè v � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ èç àëãåáðû

�îí Íåéìàíà A, òîãäà îïåðàòîð Sv = E (v)−G (v)+F (v) � îïðåäåëåííûé
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ñ ïîìîùüþ Ïèðñîâñêèõ ïðîåêòîðîâ E (v), F (v) è G (v) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
èçîìåòðèåé èç A∗ íà A∗ òàêîé, ÷òî S2

v = I, è ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ

òî÷åê E (v)A∗ ⊕ F (v)A∗. Ïîýòîìó A∗ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ãðàíåâî ñèììåòðè÷-

íûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [3℄).

WFS-ïðîñòðàíñòâî Z íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì ïðî-

ñòðàíñòâîì (SFS-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè äëÿ êàæäîé âûñòàâëåííîé ïî íîð-
ìå ãðàíè Fu èç Z1 è êàæäîãî x ∈ Z∗

 ‖x‖ = 1 è Fu ⊂ Fx, ìû èìååì S∗
ux = x,

ãäå Su � ñèììåòðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Fu.
Ïðîåêòèâíàÿ åäèíèöà u èç Z∗

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì òðèïîòåí-

òîì, åñëè Fu ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ãðàíüþ è S∗
uu = u äëÿ ñèììåòðèè

Su ñîîòâåòñòâóþùåé ê Fu. ×åðåç GT è SF îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ òðèïîòåíòîâ è ñèììåòðè÷íûõ ãðàíåé ñîîòâåòñòâåííî, è ñîîò-

âåòñòâèå GT ∋ u 7→ Fu ∈ SF ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì (ñì. [2℄, ïðåäëîæåíèå

1.6). Â [10℄ íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîãäà ýëåìåíòû

ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ðå�ëåêñèâíîãî SFS-ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêèìè òðèïîòåíòàìè.

Äëÿ êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ãðàíè Fu îïðåäåëÿþòñÿ ñæèìàþùèå ïðî-

åêòîðû Pk(u), k = 0, 1, 2 íà Z ñëåäóþùèì îáðàçîì: âî-ïåðâûõ, P1(u) =
(I − Su)/2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ −1 ñèììåòðèè Su. Äàëåå îïðåäåëèì
P2(u) è P0(u) êàê ïðîåêòîðû èç Z íà spFu è F♦

u , ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.
P2(u)+P0(u) = (I+Su)/2. Ïðîåêòîðû Pk(u) íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè
Ïèðñîâñêèìè ïðîåêòîðàìè.

Ñæèìàþùèé ïðîåêòîðQ íà Z íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî f ∈ Z ðàâåíñòâî ‖Qf‖ = ‖f‖ âëå÷åò Qf = f. Ïðîñòðàíñòâî Z íàçû-

âàåòñÿ íåéòðàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ãðàíè Fu, ïðîåêòîð
P2(u), ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðèè Su, ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Z � ïðåäñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû �îí

Íåéìàíà, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò íåéòðàëüíûì (ñì. [3℄, ïðåäëîæåíèå

2,6).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåéòðàëüíûõ SFS-ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèìåð 1. Ïðîñòðàíñòâî Rn

ñ íîðìîé ‖x‖ = |x1| + ... + |xn|, ãäå x =
(x1, ..., xn) ∈ Rn, ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì SFS-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 2. �èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâà H ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì SFS
� ïðîñòðàíñòâîì. Âñÿêèé ýëåìåíò u ∈ H, ‖u‖ = 1 ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêèì òðèïîòåíòîì è Fu = {u}. Êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ Su, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ãðàíè Fu, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Su(λu+ x) = λu− x, λu+ x ∈ sp{u} ⊕ u⊥ = H.

Ïðèìåð 3. l1-ñóììà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì
SFS-ïðîñòðàíñòâîì
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Ïðèìåð 4. Ïðåäñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû �îí Íåéìàíà A
ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì. Îò-

ìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-

ñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ òðèïîòåíòîâ è ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ ÷àñòè÷íûõ

èçîìåòðèé (ñì. [3℄, òåîðåìà 2.11). Åñëè v � ãåîìåòðè÷åñêèé òðèïîòåíò, òî

ãåîìåòðè÷åñêèå Ïèðñîâñêèå ïðîåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå v, îïðåäåëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ Ïèðñîâñêèõ ïðîåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòè÷íîé èçîìåò-

ðèè v, ò.å.

P2 (v) = E (v) , P1 (v) = G (u) , P0 (v) = F (v) .

Äàëåå U = Z∗, Zk(u) = Zk(Fu) = Pk(u)Z è Uk(u) = Uk(Fu) = Pk(u)
∗(U),

è ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Ïèðñà Z = Z2(u)+Z1(u)+Z0(u) è
U = U2(u)+U1(u)+U0(u). Òðèïîòåíòû u è v íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,
åñëè u ∈ U0(v) (êîòîðîå âëå÷åò v ∈ U0(u)) èëè ýêâèâàëåíòíî u ± v ∈ GT
(ñì. [1℄, ëåììà 2.5℄). Ýëåìåíòû a è b èç U íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,

åñëè îäèí èç íèõ ïðèíàäëåæèò U2(u), à äðóãîé ïðèíàäëåæèò U0(u) äëÿ
íåêîòîðîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî òðèïîòåíòà u.

Â íåéòðàëüíîì SFS-ïðîñòðàíñòâå Z, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò äî-

ïóñêàåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå(ñì. [2℄, òåîðåìà 4.3℄): äëÿ 0 6= f ∈ Z ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé òðèïîòåíò v = vf ñ v(f) = ‖f‖ è

〈v, f ⋄〉 = 0. Åñëè f, g ∈ Z, òî f ⋄g â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà vf ⋄vg
(ñì. [1℄, ñëåäñòâèå 1.3(á) è ëåììà 2.1).

� 3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

�îâîðÿò, ÷òî ñëàáî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì (PE) (�âûñòàâëåííîñòè òî÷åê�), åñëè êàæäàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà

åäèíè÷íîãî øàðà ÿâëÿåòñÿ âûñòàâëåííîé ïî íîðìå òî÷êîé.

�îâîðÿò [4℄, ÷òî íåéòðàëüíîå ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàí-

ñòâî Z îáëàäàåò ñâîéñòâîì (STP) (�ñèììåòðè÷íîñòü ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-

íîñòåé�), åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê f è g âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî 〈f, ϑg〉 = 〈g, ϑf 〉, ãäå 〈f, ϑg〉 � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåííîå ÷èñëî
ê 〈f, ϑg〉.

Íàïîìíèì [4℄, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé òðèïîòåíò v íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-

íûì, åñëè dimU2(v) = 1. ×åðåç M îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëü-

íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òðèïîòåíòîâ. Â ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íîì ïðî-

ñòðàíñòâå äëÿ âñÿêîãî v ∈ M ãðàíü Fv ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè,

ò.å. êàæäîìó v ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âûñòàâëåííàÿ ïî íîðìå

òî÷êà fv ∈ Z1 (ñì. ([4℄, ïðåäëîæåíèå 2.4). Êðîìå òîãî, P2(v)
∗x = fv (x) v è

P2 (v) g = g (v) fv äëÿ âñåõ x ∈ Z∗
è g ∈ Z.
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Ëåììà 3.1. Ïóñòü Z íåéòðàëüíîå SFS-ïðîñòðàíñòâî. Åñëè u ∈ M, òî
αu ∈ M äëÿ âñåõ α ∈ C, |α| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ M è α ∈ C, |α| = 1, òîãäà â ñèëó ([11℄,

ëåììà 3.5) ñëåäóåò, ÷òî αu ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì òðèïîòåíòîì è Fαu =
αFu. Òîãäà Z2(αu) = spFαu = spαFu = spFu = Z2(u). Ïîýòîìó, U2(αu) =
U2(u). Çíà÷èò, dimU2(αu) = 1, ò.å. αu ∈ M äëÿ âñåõ α ∈ C, |α| = 1.

Ïóñòü Z � íåéòðàëüíîå SFS-ïðîñòðàíñòâà u, v ∈ M . Îïðåäåëèì ïñåâäî-

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò u ê v êàê ÷èñëî, çàäàííîå �îðìóëîé (u, v) =
fv (u).

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Z íàçûâàåòñÿ àòîìè÷åñêèì, åñëè êàæäàÿ

ñèììåòðè÷íàÿ ãðàíü Z1 èìååò ýêñòðåìàëüíóþ òî÷êó.

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Z íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàíãà 1, åñ-

ëè â íåì íå ñóùåñòâóþò âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåí-

òîâ.

Ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è

áîëåå îáùåå, ñòðîãî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü X è Y � àòîìè÷åñêèå íåéòðàëüíûå SFS � ïðîñòðàíñòâà. ×å-

ðåç MX è MY îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

òðèïîòåíòîâ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü X è Y àòîìè÷åñêèå íåéòðàëüíûå SFS-
ïðîñòðàíñòâà ðàíãà 1 ñî ñâîéñòâàìè PE è STP. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå P :
MX → MY ñîõðàíÿåò ïñåâäî-âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, ò.å.

(P (u) , P (v)) = fP (v) (P (u)) = fv (u) = (u, v) ,

òîãäà P ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîð�èçìà èç X∗
â Y ∗

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X è Y àòîìè÷åñêèå íåéòðàëüíûå SFS-ïðî-
ñòðàíñòâà ðàíãà 1 ñî ñâîéñòâàìè PE è STP. Òîãäà â ñèëó ([4℄, ñëåäñòâèå

2.11), ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî X è Y � äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâà. Çàìåòèì, ÷òî MX = ∂X∗
1 (∂X∗

1 � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà X∗
) è MX = ∂Y ∗

1 .

Ïîñêîëüêó fv ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé fv (x) =
〈x, v〉 äëÿ êàæäîãî v ∈ ∂X∗

1 è x ∈ X∗
, òî ñîõðàíåíèå ïñåâäî-âåðîÿòíîñòíîãî

ïåðåõîäà äëÿ P ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó:

〈P (u) , P (v)〉 = 〈u, v〉 äëÿ âñåõ u, v ∈ MX .

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

‖P (u)− P (v)‖2 = (P (u)− P (v) , P (u)− P (v)) =
= (P (u) , P (u))− (P (v) , P (u))− (P (u) , P (v)) + (P (v) , P (v)) =

= (u, u)− (v, u)− (u, v) + (v, v) = ‖u− v‖2
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äëÿ âñåõ u, v ∈ MX . Ñëåäîâàòåëüíî, P : MX → MY ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèé.

Òàê êàê P ñîõðàíÿåò ïñåâäî-âåðîÿòíîñòíûé ïåðåõîä, èìååì

〈−P (v) , P (−v)〉 = −〈P (v) , P (−v)〉 = −〈v, −v〉 = 1.

Ïîýòîìó, P (−v) = −P (v) äëÿ âñåõ v ∈ MX . Òîãäà â ñèëó ([12℄, òåîðåìà 2.2)

îòîáðàæåíèå P ìîæíî ðàñøèðèòü äî âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé èçîìåòðèè

T : X → Y .
Íàêîíåö, ìû ïîêàæåì, ÷òî T êîìïëåêñíî ëèíåéíà. Äëÿ íà÷àëà, ïóñòü

α ∈ C, |α| = 1. Òîãäà â ñèëó ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî αv ∈ MX . Ñëåäîâà-
òåëüíî, èç ïðåäïîëîæåíèé äëÿ P èìååì

〈αP (v) , P (αv)〉 = α 〈P (v) , P (αv)〉 = α 〈v, αv〉 = 1.

Ïîýòîìó, P (αv) = αP (v) . Çíà÷èò, T (αv) = αT (v) , äëÿ âñåõ α ∈ C, |α| =
1.

Ïóñòü α ∈ C è α = a + ib. Òîãäà èç âåùåñòâåííîé ëèíåéíîñòè T è

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ èìååì

T (αv) = T ((a+ ib)v) = T (av) + T (ibv) = aT (v) + ibT (v) = αT (v),

ò,å. T � êîìïëåêñíî ëèíåéíà.

Â ðàáîòå ([13℄, ñëåäñòâèå 6, ïðåäëîæåíèå 7) áûëî äîêàçàíî, ÷òî âåùå-

ñòâåííîå ðå�ëåêñèâíîå ñèëüíî ãðàíåâî ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ðàíãà

1 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè PE è STP . Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò

ñëåäóþùèå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü X è Y âåùåñòâåííûå ðå�ëåêñèâíûå SFS-
ïðîñòðàíñòâà ðàíãà 1. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå P : MX → MY ñîõðàíÿþùåå

ïñåâäî-âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîð-

�èçìà èç X∗
â Y ∗

.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü X è Y ðå�ëåêñèâíûå àòîìè÷åñêèå íåéòðàëüíûå

SFS-ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîéñòâàìè PE. Åñëè P : MX → MY ïðåîáðàçîâàíèå

ñîõðàíÿþùåå îðòîãîíàëüíîñòü ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè òðèïîòåíòàìè è

ïñåâäî-âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, òîãäà P ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî

èçîìîð�èçìà èç X∗
â Y ∗

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P : MX → MY è

n
∑

j=1

αjuj =
n
∑

j=1

βjvj ãäå αj, βj ∈

C, uj, vj ∈ MX . Â ñèëó ([4℄, ïðåäëîæåíèå 2.4) äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ exp Y1

ñóùåñòâóåò w̄ ∈ MY òàêîé, ÷òî ϕ = ϕw̄. Òîãäà â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ïñåâäî-

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà P èìååì P (w) = w̄ ∈ MY äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ MX è

ϕ = ϕw̄ = ϕP (w). Áîëåå òîãî, èìååì
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ϕ

(

n
∑

j=1

αjP (uj)

)

= ϕP (w)

(

n
∑

j=1

αjP (uj)

)

=
n
∑

j=1

αjϕP (w)P (uj) =

=

n
∑

j=1

αjϕw (uj) = ϕw

(

n
∑

j=1

αjuj

)

= ϕw

(

n
∑

j=1

βjuj

)

=

=

n
∑

j=1

βjϕw (vj) =

n
∑

j=1

βjϕP (w) (P (vj)) =

= ϕP (w)

(

n
∑

j=1

βjP (vj)

)

= ϕ

(

n
∑

j=1

βjP (vj)

)

.

Ïîýòîìó èç ïðîèçâîëüíîñòè ϕ ñëåäóåò, ÷òî

n
∑

j=1

αjP (uj) =
n
∑

j=1

βjP (vj). (3.1)

Â ñèëó ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû äëÿ ðå�ëåêñèâíûõ SFS-ïðîñòðàíñòâ (ñì.

([1℄, òåîðåìà 1) è ([14℄, òåîðåìà 1), êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X∗
îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x =
m
∑

i=1

λivi, ãäå λ1 > ... > λn > 0, vk ∈ MX è vk ⋄ vl,

(k 6= l, k, l = 1, 2, ..., m, m ∈ N). Òîãäà â ñèëó (3.1) äëÿ êàæäîãî x ∈ X∗

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

P0 : X
∗ → Y ∗, P0 (x) = P0

(

m
∑

i=1

λivi

)

=
m
∑

i=1

λiP (vi) (3.2)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Êðîìå òîãî, P0 (v) = P (v) äëÿ
âñåõ v ∈ MX . Òàê êàê P ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü ìåæäó ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè òðèïîòåíòàìè, òîãäà â ñèëó ([1℄, ëåììà 2.1) è èç (3.2) èìååì

‖P0 (x)‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

i=1

λiP (ui)

∥

∥

∥

∥

∥

= max {λ1, ..., λn} = λ1 = ‖x‖ .

Ñëåäîâàòåëüíî, P0 � èçîìåòðèÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäå-

ëèòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R0 : Y → X óäîâëåòâîðÿþùèé R0 (P (u)) = u
äëÿ âñåõ u ∈ MX è R0 = P−1

0 . Ñëåäîâàòåëüíî, P0 è R0 ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè.

Çíà÷èò, P0 � èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîð�èçì.
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