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Ïîëó÷åíû òî÷íûå ìîìåíòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ îäíîãî êëàññà àíàëèòè-

÷åñêèõ �óíêöèé îò àâòîíîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñèììåòðè÷-

íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû
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Ïóñòü X1, X2, ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ) è ïóñòü N � ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîëîæèì Sn :=
∑

i≤n Xi è V 2
n :=

∑

i≤nX
2
i . Îòíîøåíèå Sn/Vn íàçûâàåòñÿ àâòîíîðìèðîâàí-

íîé ñóììîé. Åñëè Vn = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì 0/0 = 0. Ïóñòü
G(·) � öåëàÿ �óíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, èìåþùàÿ â íóëå íåîòðè-

öàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðè

ýòîì E|G(N)| < ∞.
Òåìàòèêà íàñòîÿùåé ðàáîòû íå òàê äàâíî áûëà äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîé

â âåðîÿòíîñòíîé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [1℄ è ñïèñîê ëèòåðàòó-

ðû â íåé). Ïðåäëàãàåìàÿ ÷èòàòåëþ êîðîòêàÿ çàìåòêà áûëà ìîòèâèðîâàíà

ñòàòüÿìè [2℄ è [3℄, ãäå áûëè ïîëó÷åíû çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ àâòî-

íîðìèðîâàííûõ ñóìì. Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà íåñêîëüêî óëó÷øàåò ñî-

îòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò, êàñàþùèåñÿ ìîìåíòíûõ íåðàâåíñòâ

äëÿ àâòîíîðìèðîâàííûõ ñóìì â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëà-

ãàåìûõ.
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Òåîðåìà. Ïóñòü Xi ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî äëÿ âñåõ i ≤ n. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè G, óäîâëåòâîðÿþùåé âûøåóïîìÿíóòûì óñëîâèÿì,

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

supEG(Sn/Vn) = EG(N), (1)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íàòóðàëüíûì n è âñåì ñèììåòðè÷íûì ðàñ-

ïðåäåëåíèÿì Xi.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â (1) ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå �óíêöèè:

1) G1(x) :=
∑m

i=0 aix
i, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a2k ≥ 0

äëÿ âñåõ k ≥ 1;
2) G2(x) := exp(tx) äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ R;
3) G3(x) := exp(tx2) äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t ∈ [0, 1/2).

Äëÿ ïåðâîãî ïðèìåðà èìååì èìååì EG1(N) =
∑[m/2]

k=0 a2k(2k − 1)!!, ãäå
[·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, (2k − 1)!! := (2k − 1)(2k − 3)...1 è ïî îïðåäåëåíèþ

ïîëàãàåì (−1)!! = 1. Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ïðèìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî

èìååì EG2(N) = exp(t2/2) è

EG3(N) = (1− 2t)−1/2. (2)

Çàìå÷àíèå 1. Â [2℄ (�îðìóëà (2.14)) óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ

îöåíêà äëÿ ìîìåíòîâ àâòîíîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì:

sup
n

|Sn/Vn|k ≤ (k − 1)k/2 ∀k ≥ 2. (3)

Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ýòó âåðõíþþ îöåíêó ìåíü-

øèì ÷èñëîì (k − 1)!! äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî k. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ 2 (íå
îáÿçàòåëüíî öåëîãî) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ëèáî

ìîíîòîííîñòü �óíêöèè

g(t) := E|Sn/Vn|t, t ≥ 2.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà �¼ëüäåðà è òîãî �àêòà,

÷òî (ñì. �îðìóëó (7) íèæå)

E(Sn/Vn)
2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñâåñòè ïðîáëåìó ê óïîìÿíóòîìó âûøå ñëó÷àþ

÷åòíûõ ñòåïåíåé, ïîëó÷àÿ ëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè, ÷åì (3).

Äàëåå, â [3℄ (�îðìóëà (2.4)) áûëî äîêàçàíî, ÷òî

E exp(t(Sn/Vn)
2) ≤ 2

1− 2t
∀t < 1/2.
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ßñíî, ÷òî äëÿ t ∈ [0, 1/2), ýòà îöåíêà õóæå ÷åì (1) è (2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ñóìì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Sn/Vn| ≤
√
n (4)

äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, ..., Xn. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ëåâîé ÷àñòè (1) êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Ñíà÷àëà ìû èçó÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåí-

íîé �óíêöèè ñ ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì.

Ëåììà. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è m,

E(Sn/Vn)
2m ≤ E(N)2m. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E(Sn/Vn)
2m =

∑

i1,...,i2m≤n

E{Xi1...Xi2m/V
2m
n }. (6)

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñîìíîæèòåëåé âèäà Xi/
√

X2
i + C

ïîä çíàêîì ñðåäíåãî â (6) êàæäîå íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â

ïðàâîé ÷àñòè èç (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

E{X2k1
i1

...X2k2m
i2m

/V 2m
n },

ãäå kj = 0, 1, ..., and k1 + ...+ k2m = m.
Ïóñòü {Ni} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëü-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íåçàâèñèìûõ åùå è îò {Xi}. Òàê êàê EN2ki
i =

(2ki − 1)!! ≥ 1, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E{X2k1
i1

...X2k2m
i2m

/V 2m
n } ≤ E{(Ni1Xi1)

2k1 ...(Ni2mXi2m)
2k2m/V 2m

n }.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ìàæîðàíòû â ñóììó â (6), ïîëó÷àåì

E(Sn/Vn)
2m ≤ E(S̃n/Vn)

2m,

ãäå S̃n =
∑

i≤n NiXi. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå S̃n ïðè �èêñàöèè {Xi} ÿâ-

ëÿåòñÿ (0, Vn)-ãàóññîâñêèì (â ñëó÷àå Vn = 0 ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íîé ìàññîé â íóëå). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîå ñðåäíåå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû (S̃n)
2m

ðàâíî (2m− 1)!!V 2m
n . Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì (5).

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5) ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [4℄, ãäå àíàëîãè÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà áûëà
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äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíîãî ñòåïåííîãî (íå îáÿçàòåëüíî öåëîãî) ìî-

ìåíòà ïîðÿäêà m ≥ 3 äëÿ ëèíåéíûõ �îðì òèïà

n
∑

i=1

aiεi, ãäå {εi} - íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì �àäåìàõåðà, à êîíñòàíòû {ai},
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

n
∑

i=1

a2i = 1. Äåéñòâèòåëüíî, õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî àâòîíîðìèðîâàííóþ ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ â

âèäå

Sn/Vn
d
=

n
∑

i=1

aiεi, (7)

ãäå ai = Xi/Vn, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xi} è {εi}
íåçàâèñèìû. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì èç [4℄ äëÿ óñëîâíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ àâòîíîðìèðîâàííîé ñóììû ïî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {Xi}. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà â

[4℄ ñëèøêîì ãðîìîçäêîå. Ìû ïðèâîäèì î÷åíü ïðîñòîå àëüòåðíàòèâíîå äî-

êàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5) â ñëó÷àå ÷åòíûõ ìîìåíòîâ, êîòîðîå, íà íàø

âçãëÿä, çàñëóæèâàåò âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Îïðåäåëåíèå öåëûõ �óíêöèé îçíà-

÷àåò, ÷òî

G(x) =
∑

k≥0

G(k)(0)xk/k!

äëÿ âñåõ x ∈ R, ãäå âûïèñàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Åñëè ìû ïîëî-

æèì x = Sn/Vn, òî ñ ïîìîùüþ (5) è òåîðåìû Ôóáèíè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

EG(Sn/Vn) =
∑

m≥0

G(2m)(0)E(Sn/Vn)
2m/(2m)!. (8)

Àíàëîãè÷íî îáîñíîâûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

EG(N) =
∑

m≥0

G(2m)(0)E(N)2m/(2m)!.

Òàê ÷òî âûøåïðèâåäåííàÿ ëåììà âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî

EG(Sn/Vn) ≤ EG(N). (9)

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi} íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îáùèì ñèììåòðè÷-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/Vn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå N . Äîêàæåì ñõîäèìîñòü
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ëþáûõ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äåéñòâè-

òåëüíî, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ìàðêîâà èç (5) ëåãêî

âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

E(Sn/Vn)
2mI{|Sn/Vn| ≥ T} ≤ E

1/2(Sn/Vn)
4m

P
1/2{|Sn/Vn| ≥ T}

≤ E(Sn/Vn)
4mT−2m ≤ E(N)4mT−2m.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èçâåñòíîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè âû-

ïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èç óïîìÿíóòîé âûøå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðå-

äåëåíèé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü âñåõ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ Sn/Vn. Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå îöåíêó (5) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäè-

ìîñòè äëÿ ðÿäà â (8), ïîëó÷àåì

lim
n→∞

EG(Sn/Vn) = EG(N).

�àâåíñòâî (1) ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è íåðàâåíñòâà (9). Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.
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