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Àííîòàöèÿ

�àññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ

áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè íà îñíîâå �îð-

ìóëû Òåéëîðà. Åñëè ïðîèçâîäíûå �óíêöèè íå îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé

ïîñòîÿííîé, ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëü-

íîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ñóììû ðåãóëÿðíîé è ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùèõ. Â ÷àñòíîñòè, òà-

êîå ïðåäñòàâëåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé

ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïîãðàíñëîéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê �óíêöèÿ îáùåãî âèäà, èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ è îòâå-

÷àåò çà áîëüøèå ãðàäèåíòû �óíêöèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè íà îñíîâå

ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Òåéëîðà, ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü �îðìóëû, òî÷íûå

íà ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé �óíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî òîãäà îöåíêà

ïîãðåøíîñòè íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé.
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Abstra
t

The problem of approximating a fun
tion of two variables with large

gradients by polynomials based on the Taylor formula is investigated. It

is assumed that the de
omposition of the fun
tion in the form of a sum

of regular and boundary layer 
omponents is valid. The boundary layer


omponent is known with an a

ura
y of up to a fa
tor and is responsible for

large gradients of the fun
tion. Su
h a de
omposition is valid for the solution

of singularly perturbed ellipti
 problem. The problem is that approximating

su
h a fun
tion by polynomials based on the Taylor formula 
an lead to

signi�
ant errors due to the presen
e of the boundary layer 
omponent. A

formula for approximating a fun
tion is developed, using the Taylor formula

and, by 
onstru
tion, being exa
t on the boundary layer 
omponent of

the given fun
tion of two variables. It is proved that the error estimate

of the 
onstru
ted formula depends on the partial derivatives of the regular


omponent and does not depend on the derivatives of the boundary layer


omponent, whi
h signi�
antly in
reases the a

ura
y of approximating the

fun
tion by polynomials.

Keywords

fun
tion of two variables, large gradients, Taylor formula, polynomial

approximation formula taking into a

ount the boundary layer 
omponent,

error estimate.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé

òî÷êè ìíîãî÷ëåíàìè õîðîøî èçâåñòíà, íàïðèìåð, ïðèâåäåíà â [1℄. Åñëè

�óíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k è (k + 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé, òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëè-

æåíèÿ ïî �îðìóëå Òåéëîðà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîé.

Â ðàáîòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ �óíêöèè ñïðàâåäëèâà äåêîì-

ïîçèöèÿ â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèç-

âîäíûìè äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà è ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé, èìåþùåé

áîëüøèå ãðàäèåíòû è èçâåñòíîé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Òàêàÿ äåêîì-

ïîçèöèÿ �óíêöèè ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

çàäà÷ â [2℄�[4℄ è ïðèìåíÿëàñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ðàçíîñòíûõ ñõåì,

èíòåðïîëÿöèîííûõ �îðìóë [5℄, �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

[6℄, [7℄.

Åñëè ê �óíêöèè ñ òàêîé äåêîìïîçèöèåé ïðèìåíèòü �îðìóëó Òåéëîðà

äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè, òî ïîãðåøíîñòü áóäåò çíà÷èòåëüíîé èç-

çà íàëè÷èÿ ó �óíêöèè ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Â [8℄ ïðåäëîæåíî ñòðîèòü �îðìóëû ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè ìíîãî÷ëå-

íàìè ñ ïðèìåíåíèåì �îðìóëû Òåéëîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �îðìóëû

áûëè òî÷íûìè íà ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé �óíêöèè. �àññìîòðåíû

ñëó÷àè �óíêöèè îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåí-

íîé ðàçðàáîòàíà �îðìóëà ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîì ïðîèçâîëüíî çàäàâà-

åìîé ñòåïåíè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè. Â ñëó÷àå �óíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ ñ ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ïîñòðîåíû

�îðìóëû ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíè. Ïîëó÷å-

íû îöåíêè ïîãðåøíîñòè, íå çàâèñÿùèå îò ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ è

èõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, òàê

êàê çà îñíîâíîé ðîñò �óíêöèè îòâå÷àþò ïîãðàíñëîéíûå ñîñòàâëÿþùèå.
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Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóåì ïîäõîä èç [8℄ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíê-

öèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé ìíîãî÷ëåíàìè ïðî-

èçâîëüíî çàäàâàåìîé ñòåïåíè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè.

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïîä C è Cj áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îãðàíè÷åííûå ïîëî-

æèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò h, ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
è èõ ïðîèçâîäíûõ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîãðàíñëîéíûå ñîñòàâëÿþùèå îòâå÷à-

þò çà ðîñò �óíêöèè â ðåãóëÿðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå [2℄, ýòè ïîñòîÿííûå

íå çàâèñÿò îò ïîëîæèòåëüíîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Áóäåì îãðàíè÷èâàòü

ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû îäíîé ïîñòîÿííîé Cj, åñëè ýòî ïîíÿòíî ïî òåêñòó.

� 2. Ñëó÷àé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü u(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà èíòåðâàëå [0, 1].Ôîðìóëà
ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

èìååò âèä [1℄:

u(x) =
k

∑

j=0

u(j)(x0)

j!
(x− x0)

j +Rk(u, x), (1)

ãäå x0, x ∈ [0, 1], k � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, Rk(u, x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà [1℄:

|Rk(u, x)| ≤
hk+1

(k + 1)!
max

s∈[x0,x]

∣

∣

∣
u(k+1)(s)

∣

∣

∣
, (2)

ãäå h = |x−x0|. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x > x0. Â ñëó÷àå x < x0 èíòåðâàë [x0, x]
çàìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàë [x, x0].

Ñîãëàñíî (2), äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C |Rk(u, x)| ≤ Chk+1
, åñëè

ïðîèçâîäíàÿ u(k+1)(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà. Îäíàêî, ïîãðåøíîñòü ìî-

æåò áûòü çíà÷èòåëüíîé, åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííîé.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì �îðìóëó (1) ïðè k = 1 :

u(x) ≈ u(x0) + (x− x0)u
′(x0). (3)

Ïóñòü u(x) = e−x/ε, ãäå ε ∈ (0, 1], x ∈ [0, 1]. Òàêàÿ �óíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò

ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è

[2℄, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε èìååò áîëüøèå ãðàäèåíòû.
Ïðè çàäàíèè x0 = 0, x = ε èìååì

R1(u, x) = u(ε)− u(0)− εu′(0) = e−1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî �îðìóëà (3) èìååò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà O(1), åñëè ε = h.
Òàê êàê ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà (0, 1],
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òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îöåíêà ïîãðåøíîñòè áûëà ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåò-

ðó ε. Òàêîå æå òðåáîâàíèå ïðåäúÿâëÿåòñÿ ê ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïðè ÷èñ-

ëåííîì ðåøåíèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ [2℄.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå �îðìóëû Òåéëîðà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíê-

öèé ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ìíîãî÷ëåíàìè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùå-

ñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì.

�àññìîòðèì âîïðîñ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè ìíî-

ãî÷ëåíàìè â ñëó÷àå, êîãäà ó �óíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ âûäåëåíà

ñîñòàâëÿþùàÿ, îòâå÷àþùàÿ çà áîëüøèå ãðàäèåíòû �óíêöèè.

Èòàê, ïóñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé �óíêöèè u(x) ñïðàâåäëèâà äåêîì-
ïîçèöèÿ:

u(x) = p(x) + γΦ(x), x ∈ [0, 1], (4)

ãäå p(x) � ðåãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè äî

îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà, Φ(x) � ïîãðàíñëîéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ �óíêöèåé îáùåãî âèäà è îòâå÷àåò çà áîëüøèå ãðàäèåíòû �óíêöèè

u(x). Ôóíêöèÿ Φ(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, p(x) è γ íå çàäàíû, êîý�-

�èöèåíò γ îãðàíè÷åí.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåðå äåêîìïîçèöèè (4). Äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííîé êðàåâîé çàäà÷è â ñëó÷àå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîãëàñíî [3℄, ñïðàâåäëèâà äåêîìïîçèöèÿ (4)

ïðè çàäàíèè

Φ(x) = e−αx/ε, α > 0, x ∈ [0, 1], ε ∈ (0, 1]. (5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3℄ |p′(x)| ≤ C äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Åñëè �óíê-

öèÿ Φ(x) ñîîòâåòñòâóåò (5), òî |Φ(n)(x)| ≤ αn/εn. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî

îöåíêå (2), ïîãðåøíîñòü |Rk(u, x)| ìîæåò áûòü ïîðÿäêà O(1) ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ ε.

Â [8℄ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè u(x), îáëàäàþùåé äåêîìïîçèöèåé (4),

�îðìóëà Òåéëîðà ïðèìåíåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèáëèæåíèå áûëî

òî÷íûì íà ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé γΦ(x).

Ñ ó÷åòîì �óíêöèè Φ(x), çàäàííîé â äåêîìïîçèöèè (4), çàäàäèì ïðè-

áëèæåíèå äëÿ u(x) âûðàæåíèåì:

u(x) ≈ Gk(u, x), Gk(u, x) =

=

k
∑

j=0

u(j)(x0)

j!
(x− x0)

j +
[

Φ(x)−

k
∑

j=0

Φ(j)(x0)

j!
(x− x0)

j
] u(k+1)(x0)

Φ(k+1)(x0)
, (6)

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(k+1)(x0) 6= 0. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî Gk(γΦ, x) = γΦ(x).

Â [8℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ u(x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (4), Φ(k+1)(x0) 6= 0
è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

max
s∈[x0,x]

∣

∣

∣
Φ(k+1)(s)

∣

∣

∣
≤ C1

∣

∣

∣
Φ(k+1)(x0)

∣

∣

∣
.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

∣

∣

∣
u(x)−Gk(u, x)

∣

∣

∣
≤ C2h

k+1 max
s∈[x0,x]

∣

∣

∣
p(k+1)(s)

∣

∣

∣
, (7)

ãäå Gk(u, x) ñîîòâåòñòâóåò (6).

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) îöåíêà ïîãðåøíîñòè �îðìóëû (6)

çàâèñèò òîëüêî îò ïðîèçâîäíûõ ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé p(x). Ýòî ñó-

ùåñòâåííî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ �îðìóëîé (1),

åñëè �óíêöèÿ Φ(x) èìååò áîëüøèå ãðàäèåíòû.
Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ �îðìóëà (6) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äè��åðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð â [9℄, äëÿ èçáàâ-

ëåíèÿ â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè îò ñëàãàåìîãî u(x − δ) ñ çàïàç-

äûâàþùèì àðãóìåíòîì, äåëàåòñÿ çàìåíà ïî �îðìóëå Òåéëîðà u(x − δ) ≈
u(x) − δu′(x), ãäå δ � çàïàçäûâàíèå, δ > 0. Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííîé çàäà÷è, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5), ñïðàâåäëèâà îöåíêà |u′′(x)| ≤ C/ε2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü ïðè ïðèìåíåíèè �îðìóëû Òåéëîðà ïîðÿäêà

O(δ2/ε2), ãäå ε ∈ (0, 1]. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ïîãðåøíîñòü çíà÷èòåëüíà,
ïîýòîìó ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è, â êîòîðîé

óæå íåò çàïàçäûâàþùåãî àðãóìåíòà, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà âåëè÷èíó ïî-

ðÿäêà O(1). Äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà

äåêîìïîçèöèÿ (4), ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 è îöåíêîé (7) ìîæ-

íî ïðèìåíèòü �îðìóëó (6) äëÿ ïåðåõîäà ê çàäà÷å áåç çàïàçäûâàþùåãî

àðãóìåíòà.

� 3. Ïðèáëèæåíèå �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ

ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé

Ïóñòü äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ u(x, y) ñîäåðæèò ïîãðàíñëîéíóþ

ñîñòàâëÿþùóþ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè, èçâåñòíóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-

æèòåëÿ γ :
u(x, y) = p(x, y) + γΨ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2, (8)

ãäå p(x, y)� ðåãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè äî

íåêîòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîèçâîäíûå �óíêöèè Ψ(x, y) íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åííûìè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ Ψ(x, y) èçâåñòíà, p(x, y) è
γ íå çàäàíû.
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Â ÷àñòíîñòè, äåêîìïîçèöèÿ (8) ñïðàâåäëèâà äëÿ ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷å-

ñêîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è [4℄.

Îñòàíîâèìñÿ íà �îðìóëå Òåéëîðà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè u(x, y)
ìíîãî÷ëåíàìè. Ôîðìóëà Òåéëîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄ èìååò âèä:

u(x, y) = Gk(u, x, y) +Rk(u, x, y), (9)

ãäå ïðè (x0, y0), (x, y) ∈ [0, 1]2

Gk(u, x, y) =

k
∑

j=0

1

j!

(

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)j

u(x0, y0), (10)

îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò âèä:

Rk(u, x, y) =
1

(k + 1)!

(

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)k+1

u(s1, s2) (11)

äëÿ íåêîòîðûõ s1 ∈ [x0, x], s2 ∈ [y0, y]. Çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå

(

(x− x0)
∂

∂x

)k+1

= (x− x0)
k+1 ∂k+1

∂xk+1
.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x > x0, y > y0, äðóãèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî. Çàäàäèì

h =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2. (12)

Îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rk(u, x, y) èç (11), ïðèìåíÿÿ �îðìóëó áèíîìà
Íüþòîíà:

Rk(u, x, y) =
1

(k + 1)!

k+1
∑

j=0

Cj
k+1

(

(x−x0)
∂

∂x

)j(

(y−y0)
∂

∂y

)k+1−j

u(s1, s2), (13)

ãäå

Cj
k+1 =

(k + 1)!

(k + 1− j)! j!
,

k+1
∑

j=0

Cj
k+1 = 2k+1.

Ó÷èòûâàÿ (12), èç (13) ïîëó÷àåì

|Rk(u, x, y)| ≤
hk+1

(k + 1)!

∣

∣

∣

k+1
∑

j=0

Cj
k+1

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
u(s1, s2)

∣

∣

∣
. (14)

Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè u(x, y) äî ïîðÿäêà (k+1) îãðàíè-
÷åíû, òî èç (14) ñëåäóåò, ÷òî |Rk(u, x, y)| ≤ Chk+1

.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ �óíêöèè u(x, y) ñïðàâåäëèâà äåêîìïîçèöèÿ (8),
ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (14), èç-çà íàëè÷èÿ ïîãðàíñëîéíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé γΨ(x, y), ïîãðåøíîñòü èçâåñòíîé �îðìóëû (10) ìîæåò áûòü

çíà÷èòåëüíîé. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ïîêàçàíî â ñëó÷àå �îðìóëû (3).

Çàäàäèì �îðìóëó äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè u(x, y) ìíîãî÷ëåíàìè íà
îñíîâå òîãî, ÷òîáû �îðìóëà áûëà òî÷íîé íà ñîñòàâëÿþùåé γΨ(x, y).

Ïóñòü (a, b) ∈ [0, 1]2. Çàäàíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ îáñóäèì íèæå. Ó÷èòûâàÿ

äåêîìïîçèöèþ (8), äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè u(x, y) çàäàäèì �îðìóëó:

u(x, y) ≈ G̃k(u, x, y) = Gk(u, x, y) +
[

Ψ(x, y)−Gk(Ψ, x, y)
]

×
k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
u(a, b)

/

k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
Ψ(a, b), (15)

ãäå Gk(u, x, y) ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå (10). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíàìåíàòåëü
â (15) íå ðàâåí íóëþ.

Èç (10), (15) ïîëó÷àåì

G̃k(γΨ, x, y) = γΨ(x, y). (16)

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ �îðìóëà (15) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ñîñòàâ-

ëÿþùåé γΨ(x, y), îòâå÷àþùåé çà áîëüøèå ãðàäèåíòû �óíêöèè u(x, y).
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü �îðìóëû (15).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â (15) a è b çàäàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðîé ïîñòîÿííîé C1 ïðè âñåõ s1, s2 ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∣

∣

∣

k+1
∑

j=0

Cj
k+1

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
Ψ(s1, s2)

∣

∣

∣
≤ C1

∣

∣

∣

k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
Ψ(a, b)

∣

∣

∣
. (17)

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè �îð-

ìóëû (15):

|u(x, y)− G̃k(u, x, y)| ≤ C2
hk+1

(k + 1)!
max
s1,s2

∣

∣

∣

k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
p(s1, s2)

∣

∣

∣
, (18)

ãäå h ñîîòâåòñòâóåò (12) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ (8)�(10), (16), èç (15) ïîëó÷àåì

u(x, y)− G̃k(u, x, y) = p(x, y)− G̃k(p, x, y)

=
(

p(x, y)−Gk(p, x, y)
)

−
((

Ψ(x, y)−Gk(Ψ, x, y)
)/

k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
Ψ(a, b)

)
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×

k+1
∑

j=0

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
p(a, b). (19)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9) è îöåíêîé (14) èìååì

|Ψ(x, y)−Gk(Ψ, x, y)| ≤
hk+1

(k + 1)!

∣

∣

∣

k+1
∑

j=0

Cj
k+1

∂k+1

∂xj∂yk+1−j
Ψ(s1, s2)

∣

∣

∣
. (20)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (20) è àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ �óíêöèè p(x, y), èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå (17), èç (19) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C2 ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

îöåíêó (18). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè (18) äëÿ �îðìóëû (15) çàâèñèò îò

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé p(x, y) è íå çàâèñèò îò

ïðîèçâîäíûõ ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé γΨ(x, y). Ïðèìåíåíèå �îðìó-
ëû (15) ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ïðè-

ìåíåíèåì èçâåñòíîé �îðìóëû (10), åñëè äëÿ �óíêöèè u(x, y) ñïðàâåäëèâà
äåêîìïîçèöèÿ (8).

Ïðèìåð �óíêöèè ïðè íàëè÷èè ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ. Îñòàíîâèì-

ñÿ íà ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 1 â ñëó÷àå �óíêöèè u(x, y), ñîîòâåòñòâóþùåé
ðåøåíèþ ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è ïðè íàëè÷èè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîãðàíè÷-

íûõ ñëîåâ [2℄, [4℄.

Çàäàäèì �óíêöèþ u(x, y) â ñîîòâåòñòâèè ñ äåêîìïîçèöèåé (8), êîãäà

Ψ(x, y) = g(y)e−αx/ε + r(x)e−βy/ε, (x, y) ∈ [0, 1]2, (21)

ãäå α > 0, β > 0, ε ∈ (0, 1]. Ôóíêöèè e−αx/ε, e−βy/ε
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà ε çàäàþò áîëüøèå ãðàäèåíòû �óíêöèè u(x, y) â ïîãðàíñëîéíûõ
îáëàñòÿõ ó ãðàíèö x = 0 è y = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèè r(x), g(y) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè

è èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C0

|r(j)(x)| ≤ C0, |g
(j)(y)| ≤ C0, j = 0, 1, . . . , k + 1, x, y ∈ [0, 1].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4℄, äåêîìïîçèöèÿ âèäà (8), (21) ñïðàâåäëèâà äëÿ ðå-

øåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è:

εuxx + εuyy + a1(x)ux + a2(y)uy − c(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω = (0, 1)2,

u(x, y) = s(x, y), (x, y) ∈ Γ,

ãäå Γ � ãðàíèöà îáëàñòè Ω, �óíêöèè a1, a2, c, f, s äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,

a1(x) ≥ β1 > 0, a2(y) ≥ β2 > 0, c(x, y) ≥ 0, ε ∈ (0, 1].
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Çäåñü β1, β2 íå çàâèñÿò îò ε. Â ýòîì ñëó÷àå α = a1(0), β = a2(0).
Åñëè Ψ(x, y) ñîîòâåòñòâóåò (21), òî ïðè çàäàíèè a = 0, b = 0 óñëîâèå

(17) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé

1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè (18).

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàí âîïðîñ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ áîëüøè-

ìè ãðàäèåíòàìè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Òåéëîðà. Ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî äëÿ èñõîäíîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâà äåêîìïîçèöèÿ â âèäå ñóììû

ðåãóëÿðíîé è ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùèõ. Ïîãðàíñëîéíàÿ ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ è îòâå÷àåò çà áîëüøèå ãðàäèåí-

òû �óíêöèè. Òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà äëÿ ðåøåíèÿ

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïðè-

áëèæåíèå òàêîé �óíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû

Òåéëîðà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì èç-çà íàëè÷èÿ

ïîãðàíñëîéíîé ñîñòàâëÿþùåé. �àçðàáîòàíà �îðìóëà, èñïîëüçóþùàÿ �îð-

ìóëó Òåéëîðà è ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷íîé íà ïîãðàíñëîéíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé èñõîäíîé �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äîêàçàíî, ÷òî îöåíêà

ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåííîé �îðìóëû çàâèñèò îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðå-

ãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé è íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïîãðàíñëîéíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé, ÷òî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè

íà îñíîâå �îðìóëû Òåéëîðà.
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