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Àííîòàöèÿ

�àáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó âçàèìîñâÿçè ìåæäó âåêòîðîì Øåïëè è ÿä-

ðîì èçâåñòíîãî ðàñøèðåíèÿ Îáýíà ïî÷òè ïîëîæèòåëüíûõ êîîïåðàòèâ-

íûõ èãð. Ïîñëåäíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé, õàðàê-

òåðèçóþòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ñâîèõ äèâèäåíäîâ Õàðøàíüè. Ïîýòî-

ìó, áóäó÷è âûïóêëûìè, ïî÷òè ïîëîæèòåëüíûå èãðû ñîäåðæàò âåêòîðà

Øåïëè âíóòðè ñâîèõ ÿäåð. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàñøèðåíèÿ

Îáýíà òàêèõ èãð èìååò ìåñòî åù¼ áîëåå ñèëüíàÿ êîððåëÿöèÿ: èõ ÿäðà

ïîëíîñòüþ èñ÷åðïûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè Øåïëè. Èñ-

ïîëüçóåìàÿ àðãóìåíòàöèÿ îïèðàåòñÿ íà îòìå÷åííóþ Æ.-Ï.Îáýíîì âîç-

ìîæíîñòü îïèñàíèÿ ÿäåð íåêîòîðûõ êëàññîâ íå÷¼òêèõ êîîïåðàòèâíûõ

èãð â òåðìèíàõ ñóïåðäè��åðåíöèàëîâ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê-

öèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ïî÷òè ïîëîæèòåëüíàÿ èãðà, âåêòîð Øåïëè, íå÷¼òêàÿ èãðà, ðàñøèðåíèå

Îáýíà, ÿäðî, ñóïåðäè��åðåíöèàë íå÷¼òêîé èãðû.
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Abstrat

The aim of the paper is to study the ore of the famous Aubin extension for

almost positive games. These games are haraterized by nonnegativity of

the Harsanyi dividends of their non-singleton oalitions. So, being onvex,

these games have their Shapley values inside the lassial ore. We prove

that for the Aubin extension of these games muh more stronger result

holds: the ore of this extension of any almost positive game onsists

of its Shapley value only. The approah developed is based, mostly, on

lose relation between the ores and super-di�erentials of fuzzy ooperative

games, mentioned by J. -P. Aubin.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé êîîïåðàòèâíîé

òåîðèè èãð ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå êîàëèöèîííîé ñòàáèëüíîñòè âåêòîðà

Øåïëè â ëþáîé êîíå÷íîé âûïóêëîé èãðå. Îñíîâíàÿ àðãóìåíòàöèÿ áàçè-

ðóåòñÿ íà êîíñòðóêòèâíîì îïèñàíèè êðàéíèõ òî÷åê ÿäåð ýòèõ èãð, ïîëó-

÷åííîì â èçâåñòíîé ïóáëèêàöèè [1℄. Çàäà÷à íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåò-

ñÿ â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà âûøåóêàçàííîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå óñèëå-

íèÿ áëîêèðóþùèõ âîçìîæíîñòåé ó÷àñòíèêîâ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ

íå÷¼òêèõ êîàëèöèé. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [2, 3℄, ìû èñïîëüçóåì
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ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà [4℄ è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5, 6℄, äî-

êàçàâøèå ñâîþ ý��åêòèâíîñòü â ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ïðèíöèïîâ ñïðà-

âåäëèâîñòè (âåêòîð Øåïëè è åãî àíàëîãè) è êîàëèöèîííîé ñòàáèëüíîñòè

(ÿäðî), èìåþùèõ êëþ÷åâîå çíà÷åíèå â êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èã-

ðàõ. Ïîä÷åðêí¼ì òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò ñòàòüè [3℄, ãäå äà¼òñÿ ëèøü îá-

ùàÿ ñõåìà, îïèðàþùàÿñÿ íà äîâîëüíî ïðîäâèíóòûå �àêòû ñóáäè��åðåí-

öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò íîâîå è ïîäðîáíîå

äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, èñïîëüçóþùåå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå

ëèøü ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ òèïà òåîðåìû î ñðåäíåì

àðè�ìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì. Ïðè ýòîì, êàê íàì ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ, âñÿ íåîáõîäèìàÿ àðãóìåíòàöèÿ ïðèâîäèòñÿ â ïîëíîì îáú¼ìå è ñ

íàäëåæàùåé äåòàëèçàöèåé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êëàññè÷åñêèå âûïóêëûå èãðû ñîäåðæàò âåêòîðà

Øåïëè âíóòðè ñâîèõ ÿäåð. Íèæå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ðàñøè-

ðåíèé Îáýíà ïî÷òè ïîëîæèòåëüíûõ èãð èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíî áîëåå

ñèëüíàÿ êîððåëÿöèÿ. Èìåííî, îêàçûâàåòñÿ ÷òî ÿäðî êàæäîãî òàêîãî ðàñ-

øèðåíèÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò � âåêòîð Øåïëè ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñòàíäàðòíîé èãðû. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó, çíà÷èòåëü-

íàÿ ÷àñòü îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà õîðîøî èçâåñò-

íîì íåðàâåíñòâå ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.

Â öåëîì æå ðàññìîòðåíèå îïèðàåòñÿ íà óïîìèíàâøóþñÿ âçàèìîñâÿçü ÿäåð

è ñóïåðäè��åðåíöèàëîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ íå÷¼òêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð.

� 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èãð, èñïîëü-

çóåìûå â äàëüíåéøåì. Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè, èñïîëüçóåìîé â [7℄, ïàðà

Γ = (N, v), ãäå N = {1, . . . , n}, à v � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ íà ñå-

ìåéñòâå 2N âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N , íàçûâàåòñÿ êîîïåðàòèâíîé

èãðîé n ëèö ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè (êðàòêî: êîîïåðàòèâíîé èãðîé).

Ýëåìåíòû i ∈ N íàçûâàþòñÿ èãðîêàìè, ïîäìíîæåñòâà S ⊆ N � èõ êî-

àëèöèÿìè, à çíà÷åíèÿ v(S) �óíêöèè v (íàçûâàåìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

�óíêöèåé èãðû Γ) òðàêòóþòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûå ãàðàíòèðîâàííûå âûèã-
ðûøè, äîñòèæèìûå êîîïåðàöèåé âñåõ èãðîêîâ i, îáúåäèíèâøèõñÿ â êîàëè-
öèþ S (ïî îïðåäåëåíèþ v(∅) = 0). Êàê îáû÷íî, â äàëüíåéøåì êîîïåðàòèâ-

íàÿ èãðà Γ = (N, v) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ å¼ (âîîáùå-ãîâîðÿ, íåàääèòèâíîé)

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé v.

Ïîëîæèì σ0 = {S ⊆ N | S 6= ∅}. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû êîîïåðàòèâíûõ

èãð n ëèö ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè äàþò òàê íàçûâàåìûå èãðû åäèíîãëàñèÿ
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Âàñèëüåâ Â.À. 29

(unanimity games) uS : 2N → R, S ∈ σ0, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

uS(T ) =

{

1, S ⊆ T,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì V (N) ñåìåéñòâî êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N .

Õîðîøî èçâåñòíî [8℄, ÷òî èãðû åäèíîãëàñèÿ {uS}S∈σ0
îáðàçóþò áàçèñ âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V (N).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Êîý��èöèåíòû vS ðàçëîæåíèÿ v =
∑

S∈σ0
vSu

S

ýëåìåíòà v ∈ V (N) ïî âûøåóêàçàííîìó áàçèñó íàçûâàþòñÿ äèâèäåíäàìè

Õàðøàíüè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîàëèöèé èãðû v (ñì., íàïðèìåð, [9℄).

Ïîëîæèì σi = {S ∈ σ0 | i ∈ S}, i ∈ N . Îäíèì èç âàæíåéøèõ êîîïåðà-

òèâíûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé âåêòîð Øåïëè (â ëèòåðàòóðå

èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñèíîíèì çíà÷åíèå Øåïëè). Ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì [8℄.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåêòîð Øåïëè Φ(v) = (Φ(v)1, . . . ,Φ(v)n) çàäà¼òñÿ
�îðìóëîé

Φ(v)i =
∑

T∈σi

vT
|T |

, i ∈ N

(âûøå, êàê îáû÷íî, |T | îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T ).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëåçíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåêòîðà Øå-

ïëè èìååòñÿ â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå [10℄ (ñì. òàêæå [8℄ è [11℄): "Èãðîê

i ∈ N ñîãëàøàåòñÿ ó÷àñòâîâàòü â "áîëüøîé êîàëèöèè"N èãðû v, �îðìè-
ðóåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. 1. Íà÷èíàÿ ñ i, ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ N ñîñòî-

èò â ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè èãðîêîâ âïëîòü äî âêëþ÷åíèÿ èõ âñåõ

â �îðìèðóåìóþ "áîëüøóþ êîàëèöèþ"N . 2. Ïîðÿäîê, â êîòîðîì èãðîêè

ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê óæå âñòóïèâøèì, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ãàðàíòèðóåò

ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èç n! âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ N . 3. Êàæäîìó

èç èãðîêîâ ïðè åãî îáúåäèíåíèè ñ óæå âñòóïèâøèìè îáåùàíî ïîëó÷åíèå

ìàðãèíàëüíîãî âêëàäà (ðàçíèöû ìåæäó òåì, ÷òî, ñîãëàñíî �óíêöèè v, ïî-
ëó÷àåò êîàëèöèÿ, îáðàçîâàâøàÿñÿ ñ åãî âñòóïëåíèåì, è òåì, ÷òî èìåëî

îáúåäèíåíèå ïðåäøåñòâóþùèõ ó÷àñòíèêîâ). Ïîñëå ñâîåãî îáðàçîâàíèÿ êî-

àëèöèÿ N èãðàåò "ý��åêòèâíî ò.å. òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàê-

ñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø v(N), äîñòàòî÷íûé äëÿ âûïîëíå-

íèÿ äàííûõ îáåùàíèé."Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûèãðûøè èãðîêîâ â ïðèâå-

ä¼ííîé ðàíäîìèçàöèîííîé ñõåìå, èñ÷èñëÿåìûå êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ìà-

òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, ñîâïàäàþò ñ èõ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Øåïëè

(ñì., íàïðèìåð, [8℄). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð Øåïëè óäîâëåòâîðÿåò òàê íà-

çûâàåìîìó "óñëîâèþ ñïðàâåäëèâîñòè": åñëè ðàçíîñòè v(S ∪ {i}) − v(S) è
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v(S ∪ {j})− v(S) ðàâíû ìåæäó ñîáîé äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé S, íå ñîäåðæà-
ùèõ èãðîêîâ i è j, òî Φ(v)i = Φ(v)j .

Åùå îäíî èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð � (êëàñ-

ñè÷åñêîå) ÿäðî, �îðìàëèçóþùåå èäåþ êîàëèöèîííîé ñòàáèëüíîñòè (ñì.,

íàïðèìåð, [8℄).

Îïðåäåëåíèå 2.3. (Êëàññè÷åñêîå) ÿäðî C(v) êîîïåðàòèâíîé èãðû v
èç V (N) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

C(v) = {x ∈ R
n | x(N) = v(N), x(S) ≥ v(S), S ∈ σ0}

(çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ñîêðàùåíèå: x(S) =
∑

i∈S xi

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ R
N
è ìíîæåñòâà S ⊆ N).

Çàìå÷àíèå 2.2. Çà�èêñèðóåì êàêóþ-ëèáî èãðó v ∈ V (N). Ñîãëàñ-
íî ñòàíäàðòíîé òåîðåòèêî-èãðîâîé òåðìèíîëîãèè, âåêòîð x = (x1, . . . , xn),
ïðèíàäëåæàùèé R

N
è óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó x(N) = v(N) íàçû-

âàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âûèãðûøåé (êðàòêî: âûèãðûøåì) èãðû v. Ñëåãêà
ìîäè�èöèðóÿ îïðåäåëåíèå äîìèíèðîâàíèÿ, ïðèâîäèìîå â [11℄ áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî êîàëèöèÿ S ∈ σ0 áëîêèðóåò âûèãðûø x èãðû v, åñëè ñóùåñòâóåò
âåêòîð y = (yi)i∈S ∈ R

S
òàêîé, ÷òî

(a1) yi > xi, i ∈ S,
(a2) y(S) ≤ v(S).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÿäðî C(v) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òàêèõ âûèãðûøåé

èãðû v, êîòîðûå íå ìîãóò áëîêèðîâàòüñÿ íèêàêîé êîàëèöèåé S ∈ σ0.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ íàïîìíèì òàêæå îïðåäåëåíèå íå÷¼òêîé êî-

îïåðàòèâíîé èãðû ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè (êðàòêî: íå÷¼òêîé èãðû) è åå

ÿäðà. Îáîçíà÷èì IN åäèíè÷íûé ãèïåðêóá, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

IN = {τ = (τ1, . . . , τn) ∈ R
N | τi ∈ [0, 1], i ∈ N}.

Ñåìåéñòâî σF = IN \ {0} íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ íå÷¼òêèõ êîàëèöèé,

îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå N . Êàê îáû÷íî (ñì., íàïðèìåð, [12℄, [13℄), êàæ-

äàÿ êîìïîíåíòà τi íå÷¼òêîé êîàëèöèè τ = (τ1, . . . , τn) ∈ σF òðàêòóåòñÿ êàê

óðîâåíü ó÷àñòèÿ èãðîêà i â áîëüøîé êîàëèöèè N . Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî

âñÿêàÿ ñòàíäàðòíàÿ êîàëèöèÿ S ⊆ N îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé

èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé eS ∈ IN , îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé

(eS)i =

{

1, i ∈ S,
0, i ∈ N \ S.

Äàëåå, äëÿ êàæäîé íå÷¼òêîé êîàëèöèè τ = (τ1, . . . , τn) ∈ σF îáîçíà÷èì

÷åðåç N(τ) å¼ íîñèòåëü

N(τ) = {i ∈ N | τi > 0}.
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Êàê îáû÷íî, äëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ R
N
è êîàëèöèè S ⊆ N ÷åðåç

xS ∈ R
S
áóäåì îáîçíà÷àòü ñóæåíèå x íà ìíîæåñòâî S : (xS)i = xi, i ∈ S.

Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, îïèøåì ðàññìàòðèâàåìûé â äàëü-

íåéøåì êëàññ íå÷¼òêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íå÷¼òêàÿ TU-êîîïåðàòèâíàÿ èãðà (êðàòêî: íå÷¼ò-

êàÿ èãðà), îïðåäåëÿåìàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé v : σF → R, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå τ 7→ Gv(τ), ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîé íå÷¼òêîé êîàëèöèè τ ∈ σF ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíèé âûèãðû-

øåé åå ó÷àñòíèêîâ, çàäàâàåìóþ �îðìóëîé

Gv(τ) = {x ∈ R
N(τ) |

∑

i∈N(τ)

τixi ≤ v(τ)}.

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ è òåðìèíîëîãèè, èñïîëüçóåìîé â ðàáî-

òàõ [11, 12, 13℄ è [14℄, íå÷¼òêàÿ êîîïåðàòèâíàÿ èãðà v ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ
êàê íå÷¼òêàÿ NTU-èãðà ñïåöèàëüíîãî òèïà, êîãäà ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ

âûèãðûøåé íå÷¼òêîé êîàëèöèè τ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì

{x ∈ R
N(τ) | τN(τ) · x ≤ v(τ)}

ñ íîðìàëüþ τN(τ) (âûøå x · y, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ R
m : x · y =

∑m

i=1 xiyi).
Êàê è â ñëó÷àå ñ êëàññè÷åñêèìè êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè, íå÷¼òêèå èã-

ðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ â äàëüíåéøåì ñ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè

v : σF → R.

Çàìå÷àíèå 2.3. ßâëÿåòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìàÿ èãðà v îáû÷íîé èëè

íå÷¼òêîé, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûì êîíòåêñòîì.

Ñðåäè íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ íå÷¼òêèõ TU-êîîïåðàòèâíûõ èãð

ñëåäóåò îòìåòèòü òàê íàçûâàåìûå ðàñøèðåíèÿ Îáýíà îáû÷íûõ èãð èç

V (N). Òàêèå ðàñøèðåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè íàñòîÿùåé

ðàáîòû, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ êàæäîé èãðû v ∈ V (N) åå ðàñøèðåíèåì Îáýíà

íàçûâàåòñÿ íå÷¼òêàÿ èãðà vAu, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

vAu(τ) =
∑

S∈σ0

vS
∏

i∈S

τ
1

|S|

i , τ ∈ σF .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ vAu äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

îáûêíîâåííîé èãðû v íà ìíîæåñòâî σF , ïîñêîëüêó vAu(eS) = v(S) äëÿ

êàæäîé êîàëèöèè S ∈ σ0.

Íàïîìíèì (ñì. [4℄,[14℄) åù¼ äâà îñíîâíûõ ïîíÿòèÿ ðàáîòû � áëîêèðî-

âàíèå â íå÷¼òêîé èãðå è îïðåäåëåíèå åå ÿäðà.
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Îïðåäåëåíèå 2.6. Íå÷¼òêàÿ êîàëèöèÿ τ = (τ1, . . . , τn) áëîêèðóåò

ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøåé (êðàòêî: âûèãðûø) x = (x1, . . . , xn) ∈ Gv(eN)
íå÷¼òêîé èãðû v, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð y = (yi)i∈N(τ) èç R

N(τ)
òàêîé, ÷òî

(b1) yi > xi, i ∈ N(τ);
(b2)

∑

i∈N(τ) τiyi ≤ v(τ).

Îïðåäåëåíèå 2.7. ßäðîì C(v) íå÷¼òêîé TU-êîîïåðàòèâíîé èãðû v íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âûèãðûøåé x ∈ Gv(eN), êîòîðûå íå áëîêèðóþòñÿ
íèêàêîé êîàëèöèåé τ ∈ σF .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî C(v) íå÷¼òêîé èãðû v õàðàêòåðèçóåòñÿ

â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî

èìååò ìåñòî äëÿ îáû÷íûõ èãð èç V (N). Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå îïèñàíèå C(v), êîãäà v ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òêîé èãðîé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ßäðî C(v) íå÷¼òêîé êîîïåðàòèâíîé èãðû v èìååò
âèä

C(v) = {x ∈ R
N
∣

∣x · eN = v(eN), x · τ ≥ v(τ), τ ∈ σF}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

D(v) = {x ∈ R
N
∣

∣x · eN = v(eN), x · τ ≥ v(τ), τ ∈ σF}

è äîêàæåì ñíà÷àëà âëîæåíèå D(v) ⊆ C(v). �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äî-
ïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ D(v) íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó C(v). Òî-
ãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ C(v), ñóùåñòâóåò êîàëèöèÿ τ = (τ1, . . . , τn) ∈ σF

è âåêòîð y = (yi)i∈N(τ) òàêèå, ÷òî yi > xi, i ∈ N(τ) è
∑

i∈N(τ) τiyi ≤ v(τ).
�àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå y · τN(τ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âû-

øåóêàçàííûå íåðàâåíñòâà yi > xi, i ∈ N(τ), è íåîòðèöàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
τ ∈ σF , ïîëó÷àåì: y ·τN(τ) > x ·τN(τ). Íî, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî x ·τN(τ) ≥ v(τ). Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðà-
âåíñòâ èìååì: y · τN(τ) > v(τ). Íî ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

∑

i∈N(τ) τiyi ≤ v(τ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âëîæåíèÿ C(v) ⊆ D(v) äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ C(v) è êîàëèöèÿ τ ∈ σF òàêèå, ÷òî x · τ < v(τ).
Ïîëîæèì δ = v(τ)− x · τ è ðàññìîòðèì âåêòîð y = x+ z, ãäå

zi = δ/τ(N), i ∈ N(τ), zi = 0, i ∈ N \N(τ).

ßñíî, ÷òî yi > xi äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N(τ), è ïðè ýòîì y · τ = v(τ).
Ñëåäîâàòåëüíî, x áëîêèðóåòñÿ íå÷¼òêîé êîàëèöèåé τ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ x ∈ C(v).
Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî C(v) = D(v).
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Ïåðåõîäÿ ê êðèòåðèþ íåïóñòîòû ÿäðà íå÷¼òêîé TU-êîîïåðàòèâíîé èã-

ðû, íàïîìíèì [2℄, ÷òî êîíå÷íûé íàáîð íå÷¼òêèõ êîàëèöèé {τk}k∈K ⊆ σF

íàçûâàåòñÿ F -ñáàëàíñèðîâàííûì [2℄, åñëè ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà λk, k ∈ K, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

∑

k∈K

λkτk = eN .

×èñëà λk, ïî àíàëîãèè ñ íàáîðàìè îáûêíîâåííûõ êîàëèöèé [5℄, áóäåì íà-

çûâàòü (áàëàíñèðóþùèìè) âåñàìè íå÷¼òêèõ êîàëèöèé τk, k ∈ K.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Íå÷¼òêàÿ TU-êîîïåðàòèâíàÿ èãðà v : σF → R

íàçûâàåòñÿ V -ñáàëàíñèðîâàííîé [2℄, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

∑

k∈K

λkv(τk) ≤ v(eN)

äëÿ ëþáîãî F -ñáàëàíñèðîâàííîãî ñåìåéñòâà {τk}k∈K è îòâå÷àþùèõ åìó

áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λk.

Îáîáùàÿ òå æå ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî è â ðàáî-

òàõ [5℄ è [6℄, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåïóñòîòû ÿäðà â íå÷¼òêèõ

TU-êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ [2℄.

Òåîðåìà 2.1. ßäðî C(v) íå÷¼òêîé TU-êîîïåðàòèâíîé èãðû v íåïóñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ V -ñáàëàíñèðîâàííîé.

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè v ÿâëÿåòñÿ ñóïåðëèíåéíîé íå÷¼òêîé èãðîé, òî

å¼ ÿäðî C(v) íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì [4℄, ÷òî v íàçûâàåòñÿ ñóïåðëèíåéíîé, åñëè
v(tτ) = tv(τ) ïðè t > 0 è tτ ∈ σF è, êðîìå òîãî, v(

∑

k∈K τk) ≥
∑

k∈K v(τk)
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà {τk}k∈K ⊆ σF òàêîãî, ÷òî

∑

k∈K τk ïðè-

íàäëåæèò σF . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå F -ñáàëàíñèðîâàííîå ñåìåéñòâî

{τk}k∈K è îòâå÷àþùèå åìó áàëàíñèðóþùèå âåñà λk. Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèå

v(eN) = v(
∑

k∈K λkτk) äëÿ ñóïåðëèíåéíîé èãðû v, ïîëó÷àåì

v(eN) ≥
∑

k∈K

v(λkτk) =
∑

k∈K

λkv(τk).

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà F -ñáàëàíñèðîâàííîãî ñå-

ìåéñòâà è îòâå÷àþùèõ åìó âåñîâ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: ñóïåðëèíåéíàÿ èã-

ðà v ÿâëÿåòñÿ V -ñáàëàíñèðîâàííîé.
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� 3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïåðåõîäÿ ê èçëîæåíèþ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû, íàïîìíèì ñíà÷à-

ëà íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç V(+2)(N) îáîçíà÷èì êîíóñ

ïî÷òè ïîëîæèòåëüíûõ èãð n ëèö. Ýòè èãðû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíîñòüþ âñåõ äèâèäåíäîâ Õàðøàíüè, îòâå÷àþùèõ êîàëèöèÿì, ñîñòî-

ÿùèì èç äâóõ èëè áîëåå ó÷àñòíèêîâ (íèæå, êàê è ðàíåå, ñèìâîëîì |S|
îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S):

V(+2)(N) = {v ∈ V (N) | vS ≥ 0, |S| ≥ 2}.

ßñíî, ÷òî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè äèâèäåíäîâ vS (ïðè |S| ≥ 2) ïî÷òè

ïîëîæèòåëüíîé èãðû v, èç ñóïåðëèíåéíîñòè �óíêöèé

∏

i∈S τ
1

|S|

i , S ∈ σ0,

âûòåêàåò ñóïåðëèíåéíîñòü ðàñøèðåíèÿ Õàðøàíüè vAu ýòîé èãðû. Îòñþäà,

íà îñíîâàíèè Ñëåäñòâèÿ 2.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. �àñøèðåíèå Îáýíà vAu âñÿêîé ïî÷òè ïîëîæèòåëü-

íîé èãðû v èìååò íåïóñòîå ÿäðî: C(vAu) 6= ∅ äëÿ âñåõ v ∈ V(+2)(N).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñóïåðäè��åðåíöèàëà íå÷¼òêîé èãðû [3℄ (ïîäîá-

íîå òîìó, ÷òî áûëî ïðåäëîæåíî Æ.-Ï. Îáýíîì [4℄). Ìû óäåëÿåì áîëüøîå

âíèìàíèå ýòîìó îáúåêòó ïî ïðè÷èíå åãî ñîâïàäåíèÿ (ïðè îïðåäåë¼ííûõ

óñëîâèÿõ) ñ ÿäðîì íå÷¼òêîé êîîïåðàòèâíîé èãðû [3℄. Íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ

ñóïåðãðàäèåíòà íå÷¼òêîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Âåêòîð c ∈ R
N
ÿâëÿåòñÿ ñóïåðãðàäèåíòîì íå÷¼òêîé

èãðû v : σF → R â òî÷êå τ∗ ∈ σF , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

v(τ)− v(τ∗) ≤ c · (τ − τ∗), τ ∈ σF .

Ìíîæåñòâî ∂̂v(τ ∗) âñåõ ñóïåðãðàäèåíòîâ èãðû v â òî÷êå τ ∗ íàçûâàåòñÿ

ñóïåðäè��åðåíöèàëîì èãðû v â òî÷êå τ ∗.

Îïðåäåëåíèå 3.10. [3℄ Ñóïåðäè��åðåíöèàë ∂̂v(e∗N) íå÷¼òêîé èãðû v
â òî÷êå e∗N = 1

n
eN íàçûâàåòñÿ ñóïåðäè��åðåíöèàëîì èãðû v.

Çàìå÷àíèå 3.4. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç I îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íûé èíòåð-
âàë [0, 1]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåä¼ííîå ïîíÿòèå ñóïåðäè��åðåíöèà-
ëà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì [4℄, êîãäà â òàêîé æå ñõåìå âìåñòî v : IN → R

áåðåòñÿ ïðîäîëæåíèå v∗ ýòîé �óíêöèè íà âñå ïðîñòðàíñòâî R
N
, îïðåäåëÿ-

åìîå �îðìóëîé

v∗(τ) =

{

v(τ), τ ∈ IN ,
−∞, τ ∈ R

N \ IN .
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî çàêëþ÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñóïåðäè��åðåíöèàëó �óíêöèè v∗ â òî÷êå e∗N
ñïðàâåäëèâû è ïî îòíîøåíèþ ê ââåä¼ííîìó ìíîæåñòâó ∂̂v(e∗N).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû îïèðàåòñÿ íà òåñíóþ

âçàèìîñâÿçü ÿäåð è ñóïåðäè��åðåíöèàëîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ êîîïåðàòèâ-

íûõ èãð (ñì., íàïðèìåð, [3℄). Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ íèæå ïðèâîäèòñÿ êî-

ðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî âàæíîãî �àêòà, õàðàêòåðèçóþùåãî îäèí èç òàêèõ

êëàññîâ. Íàïîìíèì [3℄, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ îäíîðîäíîñòü íå÷¼òêîé èãðû v
îçíà÷àåò, ÷òî v(te∗N) = tv(e∗N) äëÿ âñåõ t ∈ (0, n].

Òåîðåìà 3.2. Åñëè v ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíî îäíîðîäíîé íå÷¼òêîé

êîîïåðàòèâíîé èãðîé, è å¼ ÿäðî C(v) íåïóñòî, òî îíî ñîâïàäàåò ñ ñóïåð-

äè��åðåíöèàëîì ýòîé èãðû

C(v) = ∂̂v(e∗N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñ âëîæåíèÿ C(v) ⊆ ∂̂u(e∗N). Ïóñòü x ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòîì ÿäðà C(v). Ïîêàæåì, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò ñóïåðäè��å-

ðåíöèàëó ýòîé èãðû. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íå÷¼òêóþ êîàëèöèþ τ . Èç
ïðåäïîëîæåíèÿ x ∈ C(v) è Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ïîëó÷àåì: x · τ ≥ v(τ). Îòñþ-

äà, â ñèëó ðàâåíñòâ v(e∗N) =
v(eN )

n
(ñîãëàñíî äèàãîíàëüíîé îäíîðîäíîñòè v)

è x · eN = v(eN) (ââèäó x ∈ C(v)) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

x · τ − x · e∗N ≥ v(τ)− v(e∗N). (1)

Çíà÷èò, íà îñíîâàíèè ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà τ â ñèëó (1) ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå: x ïðèíàäëåæèò ñóïåðäè��åðåíöèàëó èãðû v.
×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå âëîæåíèå ∂̂v(e∗N) ⊆ C(v), ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ ∂̂v(e∗N) è çà�èêñèðóåì êàêîå-ëèáî ÷èñëî

ǫ ∈ (0, 1). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïåðäè��åðåíöèàëà è â ñèëó äèàãîíàëüíîé

îäíîðîäíîñòè �óíêöèè v èìååì:

x · ǫe∗N − x · e∗N = (ǫ− 1)x · e∗N ≥ v(ǫe∗N)− v(e∗N) = (ǫ− 1)v(e∗N),

x · (1 + ǫ)e∗N − x · e∗N = ǫx · e∗N ≥ v((1 + ǫ)e∗N )− v(e∗N) = ǫv(e∗N).

Çíà÷èò, ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñåë ǫ è 1− ǫ, ïîëó÷àåì: x · e∗N = v(e∗N).
Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâ

x · τ − x · e∗N ≥ v(τ)− v(e∗N), τ ∈ σF ,

îïðåäåëÿåìûõ âêëþ÷åíèåì x ∈ ∂̂v(e∗N), âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

x · τ ≥ v(τ) äëÿ âñåõ τ ∈ σF . (2)
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ x ∈ C(v) íàïîìíèì åùå ðàç,

÷òî âûøåóêàçàííîå ðàâåíñòâî x · e∗N = v(e∗N) è äèàãîíàëüíàÿ îäíîðîäíîñòü
�óíêöèè v âëåêóò ðàâåíñòâî x · eN = v(eN). Ýòî ðàâåíñòâî âìåñòå ñ íåðà-
âåíñòâàìè (2) äîêàçûâàåò òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå x ∈ C(v).

Çàìå÷àíèå 3.5. Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2, íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå äèàãîíàëüíîé îäíîðîäíîñòè ìîæíî ñóùåñòâåí-

íî îñëàáèòü. Èìåííî, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ äâóõòî÷å÷íîé îäíî-

ðîäíîñòè v : ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ, ν òàêèå, ÷òî 0 < µ < 1 < ν ≤ n è, êðîìå

òîãî, äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà v(µe∗N) = µv(e∗N) è v(νe∗N) = νv(e∗N ).

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè C(v) 6= ∅ è v ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé èãðîé (ò.å.,

v(tτ) = tv(τ) äëÿ âñåõ t > 0 è tτ ∈ σF ), òî äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

C(v) = ∂̂v(e∗N).

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ èçâåñòíîé

òåîðåìû Ìîðî-�îêà�åëëàðà, îòíîñÿùåéñÿ ê �îðìóëå ñóáäè��åðåíöèàëà

ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà �óíêöèé [12℄ (ñì. òàêæå [15℄).

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü ñîáñòâåííûå âûïóêëûå �óíêöèè f1, . . . , fm
1

òàêîâû, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé (îäíîé äëÿ

âñåõ) òî÷êå x̄ ∈ X, ãäå X = ∩m
i=1dom fi. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x ∈ X

ñóáäè��åðåíöèàë ∂(
∑m

i=1 fi)(x) èõ ñóììû ðàâåí ñóììå (ïî Ìèíêîâñêîìó)

∑m

i=1 ∂fi(x) ñóáäè��åðåíöèàëîâ ýòèõ �óíêöèé.

Ñóììèðóÿ Ñëåäñòâèå 3.2 è Ïðåäëîæåíèå 3.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò, èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 3.3. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà íåïðåðûâíûõ ñóïåð-

ëèíåéíûõ íå÷¼òêèõ èãð {vk}k∈K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

C(
∑

k∈K

vk) =
∑

k∈K

C(vk). (3)

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû: ÿä-

ðî ðàñøèðåíèÿ Îáýíà âñÿêîé ïî÷òè ïîëîæèòåëüíîé èãðû ñîñòîèò èç å¼

âåêòîðà Øåïëè.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîé èãðû v ∈ V(+2)(N) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

C(vAu) = {Φ(v)}.

1

Íàïîìíèì [15℄, ÷òî �óíêöèÿ f : R
n → R ∪ {−∞,+∞}) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé

�óíêöèåé, åñëè {x ∈ R
n | f(x) = −∞} = ∅ è dom f = {x ∈ R

n | f(x) < +∞} 6= ∅
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ Ïðåäëîæåíèÿ 2.1, 3.2.

Èõ ïðèìåíåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ïóñòü {vk}k∈K �

íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð èãð èç V(+2)(N), à v∗k = (vk)Au � îòâå÷àþùèå

èì ðàñøèðåíèÿ Îáýíà. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ

C(v∗k) = {Φ(vk)}, k ∈ K, (4)

ïîëó÷àåì C(v∗) = {Φ(v)}, ãäå v =
∑

k∈K vk, à v∗ = vAu. Äåéñòâèòåëüíî, íà

îñíîâàíèè Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 èç ðàâåíñòâ (4) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

∑

k∈K

Φ(vk) ∈ C(
∑

k∈K

v∗k).

Íî èç àääèòèâíîñòè äèâèäåíäîâ Õàðøàíüè ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì �óíê-

öèÿì èãð èç V (N) è èç Òåîðåìû 3.2 è Ïðåäëîæåíèé 2.1, 3.3 ñëåäóþò ðà-

âåíñòâà

C(
∑

k∈K

v∗k) = C(v∗) = ∂̂v∗(e∗N ) =
∑

k∈K

∂̂v∗k(e
∗
N ).

Îòñþäà, ââèäó ðàâåíñòâ C(v∗k) = ∂̂v∗k(e
∗
N), k ∈ K, âûòåêàþùèõ èç Òåîðå-

ìû 3.2, èìååì: C(v∗) =
∑

k∈K C(v∗k). Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ââèäó ñîîò-

íîøåíèé (4) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî C(v∗) òîæå îäíîýëåìåíòíî è ñîñòîèò
èç âåêòîðà

∑

k∈K Φ(vk). Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì àääèòèâíîñòè âåêòîðà Øåïëè,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî C(v∗) = {Φ(v)}.
Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå vSu

S
Au â ðàñøèðåíèè Îáýíà vAu =

∑

S∈σ0
vSu

S
Au

ëþáîé ïî÷òè ïîëîæèòåëüíîé èãðû v ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñóïåðëè-

íåéíûìè �óíêöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ëèíåéíîñòè âåêòîðà Øåïëè,

à òàêæå â ñèëó Òåîðåìû 3.2 è Ñëåäñòâèÿ 3.3(ñîîòíîøåíèå (3)), ìû ìîæåì

ñâåñòè íàøå äîêàçàòåëüñòâî ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîâåðêå äëÿ ðàñøèðåíèé

Îáýíà uS
Au èãð åäèíîãëàñèÿ uS

.

Çà�èêñèðóåì êàêóþ-ëèáî êîàëèöèþ S ∈ σ0 è ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå

Îáýíà uS
Au èãðû uS

. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýòîãî ðàñøèðå-

íèÿ äëÿ èãð åäèíîãëàñèÿ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

uS
Au(τ) =

∏

i∈S

τ
1

|S|

i , τ ∈ σF .

Ïîëîæèì s = |S|. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè

âûòåêàåò �îðìóëà: Φ(uS) = e∗S, ãäå âåêòîð e∗S îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

(e∗S)i =

{

1
s
, i ∈ S,

0, i ∈ N \ S.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ Φ(uS) ∈ C(uS
Au) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì

íåðàâåíñòâîì äëÿ ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî:

(

n
∏

k=1

ak)
1

n ≤
1

n

n
∑

k=1

ak

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ak ≥ 0, k = 1, . . . , n, è n ≥ 1. Ñîãëàñíî ýòîìó íåðàâåíñòâó

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: e∗S ·τ ≥
∏

i∈S τ
1

s

i äëÿ ëþáîé íå÷¼òêîé

êîàëèöèè τ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ uS
Au èìååì

e∗S · τ ≥ uS
Au(τ), τ ∈ σF .

Çíà÷èò, èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà e∗S · eN = uS
Au(eN)

ïîëó÷àåì: âåêòîð e∗S ïðèíàäëåæèò ÿäðó C(uS
Au).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî C(uS
Au) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ,

äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðûé äåëåæ x èç

C(uS
Au) íå ðàâíûé e∗S. ßñíî, ÷òî â ñèëó íåáëîêèðóåìîñòè îäíîýëåìåíòíû-

ìè êîàëèöèÿìè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x íåîòðèöàòåëüíû è, êðîìå òîãî,

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∑

i∈S

xi = 1, xj = 0, j ∈ N \ S.

Çäåñü ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç íåáëîêèðóåìîñòè x êîàëèöèÿìè eN è eS.
Ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíûå ñèòóàöèè: 1) xi > 0 äëÿ âñåõ èãðîêîâ i ∈ S,

è 2) ñóùåñòâóåò i0 ∈ S òàêîé, ÷òî xi0 = 0.
�àññìîòðèì ïåðâóþ ñèòóàöèþ è ïîêàæåì, ÷òî â å¼ óñëîâèÿõ íå÷¼òêàÿ

êîàëèöèÿ τ = (τ1, . . . , τn), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

τi =

{ ∏

j∈S\{i} xj , i ∈ S,

0, i ∈ N \ S,

áëîêèðóåò ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøåé x. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà

ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðè íåñîâïàäàþ-

ùèõ ìåæäó ñîáîé êîìïîíåíòàõ âåêòîðà x ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà S
ïîëó÷àåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

∏

i∈S

x
1

s

i <

∑

i∈S xi

s
=

1

s
.

Çíà÷èò, s <
∏

j∈S x
− 1

s

j (íàïîìíèì, ÷òî â íàøåé ñèòóàöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå

∏

j∈S xj > 0). Óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ÷èñëî

∏

j∈S xj , èç ðàâåíñòâ

x · τ = s
∏

j∈S

xj è uS
Au(τ) =

∏

j∈S

x
s−1

s

j
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ïîëó÷àåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî x·τ < uS
Au(τ), ïðîòèâîðå÷àùåå íàøåìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ x ∈ C(uS
Au).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñèòóàöèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê ïåðâîé.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ÿäðî íå÷¼òêîé èãðû uS
Au ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ïîýòîìó ýëåìåíòû xt = tx+(1−t)e∗S ïðèíàäëåæàò
C(uS

Au) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t ∈ (0, 1). Íî xt 6= e∗S è ïðè ýòîì (xt)i > 0 äëÿ

êàæäûõ i ∈ S è t ∈ (0, 1).
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