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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èíòåðåñ àâòîðà ê ðàññìàòðèâàåìîé â ñòàòüå ïðîáëåìàòèêå íå ñëó÷à-

åí; îí èíèöèèðîâàí ïðèíöèïèàëüíî íîâûì, ïðåäëîæåííûì Ê.È. Áàáåí-

êî [1℄, ïîäõîäîì ê âîïðîñó êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðå-

øåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ [2℄. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñîçäàíèè àëãîðèòìîâ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ðå÷ü âñåãäà èä¼ò îá àïïðîêñèìàöèè
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Áåëûõ Â.Í. 7

êîíòèíóàëüíûõ îáúåêòîâ X êîíå÷íîìåðíûìè è î ïîñòðîåíèè àíàëîãîâ ïî-

ñëåäíèõ, îòïðàâëÿÿñü îò ïîíÿòèé, äîïóñêàþùèõ �èíèòíóþ �îðìàëèçà-

öèþ. Ïðè ýòîì ñîäåðæàòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îá X èçâëåêàåòñÿ ñðåäñòâà-

ìè òåîðèè ïðèáëèæåíèé, åñëè íàéäåí è èññëåäîâàí ïîäõîäÿùèé äëÿ X
àïïðîêñèìàöèîííûé àïïàðàò. Íàèëó÷øåå �èíèòíîå îïèñàíèå îáúåêòà X ,

îïðåäåëåííûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîãî â ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, ïðèâîäèò

ê ïîíÿòèþ àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà αn(X), êîòîðûé îïðåäåëÿåò-

ñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, êàê íèæíÿÿ ãðàíü ε-ñäâèãîâ êîìïàêòà X â êîìïàêò

òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, íå áîëüøåé n [3, ãë.1, � 2, ï. 4 ℄.

Èòàê, ñûãðàâ êëþ÷åâóþ ðîëü â îöåíêå ïðåäåëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ

âîçìîæíîñòåé êîìïàêòà X , àñèìïòîòèêà àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà
αn(X) îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé êîìïàêò X èñ÷åðïûâàåòñÿ (ñ ðî-

ñòîì n) êîìïàêòàìè òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ≤ n. Ñêîðîñòü óáûâà-

íèÿ αn(X) ê íóëþ ñðàâíèâàåòñÿ ïðè ýòîì ñ ÷èñëîì n ñâîáîäíûõ ÷èñëîâûõ

ïàðàìåòðîâ êîíå÷íîìåðíîãî îïèñàíèÿ X : îíà òåì âûøå, ÷åì á�îëüøèé �çà-

ïàñ� ãëàäêîñòè X . Äëÿ êîìïàêòîâ X �óíêöèé êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé

ãëàäêîñòè ýòè àñèìïòîòèêè ðàçëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî: åñëè â ïåðâîì

ñëó÷àå óáûâàíèå αn(X) ê íóëþ îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ �èêñèðî-

âàííàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 1/n, òî âî âòîðîì ñëó÷àå óáûâàíèå αn(X) ê íóëþ

ïðîèñõîäèò áûñòðåå ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè ÷èñëà 1/n, ò.å. ýêñïîíåíöè-
àëüíî (ñì. [3℄).

Îêàçàâøèñü ãëóáîêèì ìàòåìàòè÷åñêèì �àêòîì, ïîíÿòèå àëåêñàíäðîâ-

ñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà αn(X), ïîäâèãëî Ê.È. Áàáåíêî (ñì. [4, ãë. 3, � 2, ï. 5℄)

ê ïåðåîñìûñëåíèþ ñàìîãî ñòàòóñà çíà÷èìîñòè äëÿ öè�ðîâûõ âû÷èñëåíèé

äîïîëíèòåëüíîé (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîé) ãëàäêîñòè êîìïàêòà X ðåøå-

íèé çàäà÷è. Ïîñëåäíåå ïðèâåëî ê îòêðûòèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ � íåíà-

ñûùàåìûõ � âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ (è àëãîðèòìîâ), ïðàêòè÷åñêàÿ ý�-

�åêòèâíîñòü êîòîðûõ íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ àñèìïòîòèêîé óáûâàíèÿ αn(X)
ê íóëþ ïðè n → ∞. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà íåíàñûùàåìîãî ÷èñëåííîãî ìå-

òîäà � ñïîñîáíîñòü àâòîìàòè÷åñêè ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà n ïîäñòðàèâàòüñÿ ê
ëþáûì àïïðîêñèìàöèîííûì âîçìîæíîñòÿì êîìïàêòà X ðåøåíèé çàäà÷è.

Â ðåçóëüòàòå èìåþùàÿñÿ èçáûòî÷íàÿ (ýêñòðàîðäèíàðíàÿ) ãëàäêîñòü êîì-

ïàêòàX , íàõîäèâøàÿñÿ ïðåæäå íà ïåðè�åðèè íàñóùíûõ èíòåðåñîâ öè�ðî-

âûõ âû÷èñëåíèé, ñòàíîâèòñÿ èõ àêòèâíûì ïåðñîíàæåì. Ïèê ý��åêòèâíî-

ñòè íåíàñûùàåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü �

äîñòèãàåòñÿ íà êëàññå áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ X . È ýòî ïðèíöèïèàëüíî îòëè-

÷àåò íåíàñûùàåìûå ÷èñëåííûõ ìåòîäû îò ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ íàñûùå-

íèåì: êîíå÷íî ðàçíîñòíûõ, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êâàäðàòóð è äð. [1,4℄.

Ñóùåñòâóþò êëàññû çàäà÷ (íàïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêèå [2℄), êîìïàêòû X
ðåøåíèé êîòîðûõ ñîñòîÿò èç C∞

-ãëàäêèõ �óíêöèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Êëàññû òàêèõ �óíêöèé, çàíèìàþùèõ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó
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�óíêöèÿìè àíàëèòè÷åñêèìè è �óíêöèÿìè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè, çàäàþòñÿ

îáû÷íî óêàçàíèåì ìàæîðàíòû ðîñòà èõ k-õ ïðîèçâîäíûõ ïðè k → ∞.

Â ðàáîòå óêàçàíà àñèìïòîòèêà àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà αn(X,C)
êîìïàêòà ïåðèîäè÷åñêèõ C∞

-ãëàäêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1, îãðà-
íè÷åííî âëîæåííîãî â ïðîñòðàíñòâî C íåïðåðûâíûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè S �óíêöèé. Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ïðåäëîæåííîé ðàíåå

àâòîðîì íîâîé õàðàêòåðèçàöèè êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ C∞
-ãëàäêèõ �óíê-

öèé, àïåëëèðóþùåé ê íàèëó÷øåìó ÷åáûø�åâñêîìó åãî îïèñàíèþ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè [5℄.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèê àëåêñàíäðîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ
αn(X,C) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ C∞

-ãëàäêèõ �óíêöèé � çàäà÷à íåïðî-

ñòàÿ; è ðåøåíà îíà ïîêà â íåìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. [3, ãë. 4, � 3, ï. 3 ℄,

[6℄, [7, ãë. 4, � 4.5.4℄).

� 2. Êîìïàêò: ðàçìåðíîñòü, àëåêñàíäðîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê

Ïóñòü X � êîìïàêò â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B è Υ � åãî îòêðû-

òîå êîíå÷íîå ïîêðûòèå. Âûáîð êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ Υ âñåãäà íåîäíîçíà-

÷åí, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî òåîðåìå Áîðåëÿ-Ëåáåãà, ó ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷è åñòü ìíîãî ðåøåíèé. Êàêîâî, îäíàêî, äîëæíî áûòü òîïîëîãè÷åñêîå

ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ Υ, ÷òîáû îíî ìîãëî áûòü ïîëîæåíî â îñíî-

âó ïðîöåäóðû îäíîçíà÷íîãî îòáîðà íóæíîãî ïîêðûòèÿ? Èç ñîâîêóïíîñòè

îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ Υ âûäåëèì ñëåäóþ-

ùåå. Ïóñòü m ≥ 0 öåëîå ÷èñëî. Ïîêðûòèå Υ èìååò êðàòíîñòü m, åñëè

ëþáûå (m+1) åãî ýëåìåíòîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ñóùåñòâóåò m ýëåìåíòîâ,

èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. �àíåå, ãîâîðÿ î �èíèòèçàöèè êîìïàêòà

X , ìû íåñêîëüêî íåîïðåäåë¼ííî õàðàêòåðèçîâàëè å¼, óêàçûâàÿ ëèøü íà

òî, ÷òî ýëåìåíòû X îïðåäåëÿþòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ÷èñëîâûõ íåçàâèñè-

ìûõ ïàðàìåòðîâ. Ê òîìó æå âîâñå íå î÷åâèäíî, ÷òî èäåþ ÷èñëà èçìåðåíèé

(èëè ðàçìåðíîñòè) ìîæíî ìàòåìàòè÷åñêè ñ�îðìóëèðîâàòü äëÿ ñòîëü îá-

ùèõ îáúåêòîâ êàê �óíêöèîíàëüíûé êîìïàêò.

Ïîíÿòèå êðàòíîñòè âïîëíå îäíîçíà÷íî ìîæíî ñâÿçàòü ñ òàê íàçûâàå-

ìîé àïïðîêñèìàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ �óíêöèîíàëüíîãî êîìïàêòà X , ÷òî

äåëàåò âîñïðèÿòèå ðàçìåðíîñòè (êàê ÷èñëà èçìåðåíèé) âíóòðåííå íåïðî-

òèâîðå÷èâûì. Íåòðèâèàëüíîñòü ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè �óíêöèîíàëüíîãî

êîìïàêòà X ïîä÷¼ðêèâàåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå (ñì. [7, ãë. 1, � 1.7, ï. 1.7.3℄). Êîìïàêò X èìååò òîïîëîãè-

÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü m (dimX = m), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-
ïîêðûòèå X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà < ε è êðàòíîñòè ≤ m+1,

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 4, C. 5-18

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 4, P. 5-18



Áåëûõ Â.Í. 9

íî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε óæå íå ñóùåñòâóåò îòêðûòîãî ε-ïîêðûòèÿ,
êðàòíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò m.

Èòàê, ñ êàæäûì ε-ïîêðûòèåì êîìïàêòà X âñåãäà ìîæíî ñâÿçàòü íåêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à èìåííî ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî â X ñóùåñòâóåò òî÷-

êà, ïðèíàäëåæàùàÿ m ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì Υ. Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå

âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î ðàçìåðíî-

ñòè, íàïðèìåð, êóáà Im ñ ðåáðîì d > 0

Im ≡ Imd =
{
ξ ∈ Rm : |ξr| ≤ d/2, r = 0, 1, . . . , m− 1

}
, (2.1)

ò.ê. åãî ñîäåðæàòåëüíîñòü ïîäêðåïëÿåòñÿ òåîðåìîé Ëåáåãà � Áðàóýðà:

dim Im = m.

Àëåêñàíäðîâñêèé m-ïîïåðå÷íèê êîìïàêòà X îïðåäåëÿåòñÿ [3, ãë. 1, � 2,

ï. 4℄:

αm(X,B) = inf
(Xm, ν)

sup
f∈X⊂B

‖f − ν(f)‖, (2.2)

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïàðàì (Xm, ν), ñîñòîÿùèì èç ëåæàùåãî

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B êîìïàêòà Xm
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè m

è íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ν : X → Xm
.

Ââåäåíèå Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâûì [8℄ ïîíÿòèÿ m-ïîïåðå÷íèêà ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î ïðèíöèïèàëüíî âàæíîé ñâÿçè êîìïàêòà X â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå B ñ ýëåìåíòàðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçîâàíèÿìèXm
â í¼ì. Èìåí-

íî, êàæäóþ òî÷êó f êîìïàêòà X ⊂ B ìîæíî çàäàâàòü ñ òî÷íîñòüþ ε íåïðå-
ìåííî m �êîîðäèíàòàìè�, åñëè æåëàòü, ÷òîáû ýòè êîîðäèíàòû íåïðåðûâíî

çàâèñåëè îò òî÷êè, à ñàìà òî÷êà � îò êîîðäèíàò.

Ïóñòü m ≥ 0 öåëîå ÷èñëî è

lm∞ =
{
ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξm−1) ∈ Rm, |ξ|∞ = max

r=0,1,...,m−1
| ξr|
}
.

Cïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî (ñì. [1℄)

Ëåììà 1. Åñëè Imd � êóá ñ äëèíîé ðåáðà d è òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåð-

íîñòüþ dim Imd = m, òî αm−1(I
m
d , lm∞) = d/2.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 1.4 èç ðàáîòû [1℄ ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû

âûòåêàåò èç òåîðåìû 2 (ñì. [7, ãë. 4, � 4.1, ï. 4.1.1℄) è ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 4

(ñì. [7, ãë. 4, � 4.1, ï. 4.1.2℄).
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10 Îá àñèìïòîòèêå àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

� 3. Îïðåäåëåíèå êëàññà Æåâðå è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïðîâåäåíèþ îöåíîê àëåêñàíäðîâñêîãî m-ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà ïåðè-

îäè÷åñêèõ C∞
-ãëàäêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1 ïðåäïîøë¼ì ðÿä

îïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü C̃[0, 2π] � êëàññ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ íà âñåé îñè R

�óíêöèé ñ íîðìîé ‖ϕ‖ = max
t∈[0,2π]

|ϕ(t)|. Ïðîñòðàíñòâî C̃[0, 2π] áóäåì òðàê-

òîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî C ≡ C[S] íåïðåðûâíûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè S ≡ [ 0, 2π] �óíêöèé, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè 2π-
ïåðèîäè÷åñêîì èõ ïðîäîëæåíèè íà âñþ îñü R; ïóñòü Ck ≡ Ck[S] � ïðî-

ñòðàíñòâî òàêèõ k ≥ 0 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà S ïåðèîäè-

÷åñêèõ �óíêöèé; îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞ ≡ C∞[S] êëàññ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S �óíêöèé.

Âåùåñòâåííóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìóþ íà S
�óíêöèþ ϕ(t) íàçîâ¼ì �óíêöèåé Æåâðå êëàññà α ≥ 1, åñëè ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c è A òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ S è äëÿ

âñÿêîãî k ≥ 0 âåðíû íåðàâåíñòâà

|ϕ(k)(t)| ≤ cAkkαk, α ≥ 1, c > 0, A > 0. (3.1)

Âñÿêóþ �óíêöèþ ϕ(t) èç C∞
îòîæäåñòâèì 
 òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì:

ϕ(t) =
c0
2
+

+∞∑

p=1

(
c2p cos pt+ c2p−1 sin pt

)
≡

+∞∑

p=0

apπp(t). (3.2)

�ÿä (3.2) ñõîäèòñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[S]; à â ñèëó ïîëíîòû è

îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèé {πp(t)}, îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé ñóììû

ϕ(t) èç C∞
:

c0 =
1

π

2π∫

0

ϕ(t) dt,

(
c2p
c2p−1

)
≡ 1

π

2π∫

0

ϕ(t)

(
cos pt

sin pt

)
dt ∀p ≥ 1.

Ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1 íà S îáîçíà÷èì ÷åðåç

G̃∞
α ⊂ C∞

.

Ïóñòü T m ⊂ C̃[0, 2π] � êëàññ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿä-

êà ≤ m è

em(ϕ) = inf
ιm∈T m

‖ϕ− ιm‖, m ≥ 0, ϕ ∈ C. (3.3)
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Áåëûõ Â.Í. 11

Çäåñü inf îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå (ìíîãî÷ëåíå) èç T m
.

Ïóñòü {G(k)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è

lim
k→∞

k
√
G(k) = ∞. (3.4)

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Àðöåëà ìíîæåñòâî �óíêöèé

K̃∞
G ≡

{
ϕ ∈ C∞ : ‖ϕ‖ ≤ G(0), ‖ϕ(k)(t)‖ ≤ G(k), ∀k > 0

}
(3.5)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå C íåïðåðûâíûõ íà îêðóæíîñòè S
�óíêöèé.

Ïåðåõîä ê îïèñàíèþ C k
-ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ íà S �óíêöèé îñíî-

âûâàåòñÿ íà ó÷¼òå äëÿ öåëûõ m ≥ 0 êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ Äæåêñîíà

(ñì. [4, ãë. 3, � 1, ï. 5 ℄):

em(ϕ) ≤ Λk ·
‖ϕ(k)‖
mk

, k ≥ 0,
2

π
≤ Λk =

4

π

+∞∑

ν = 0

(−1)( k+1) ν

(2ν + 1)k+1
≤ π

2
(3.6)

è ñîñòîèò â óêàçàíèè ïàðû ý��åêòèâíî êîíñòðóèðóåìûõ ïî íàáîðó {G(k)}
ìîíîòîííûõ �óíêöèé µ(r) è ϑ(r) âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà r, îáëàäàþùèõ
íà ïîëóîñè r ≥ 0 ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Óäîáíûå ðåêóððåíòíûå �îðìó-

ëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíò Ôàâàðà Λk óêàçàíû â ðàáîòàõ [9℄, [10℄.

Â ðàáîòå [6℄ äàíî îïèñàíèå êîìïàêòà K̃∞
G â òåðìèíàõ äâóõ ìîíîòîííûõ

�óíêöèé:

µ(r) =





G(0), 0 ≤ r < 1,

inf
k≥0

G(k)

rk
, r ≥ 1,

ϑ(r) =





0, 0 ≤ r < 1,

max

{
k | µ(r) = G(k)

rk

}
, r ≥ 1,

êîòîðûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.4) ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ

µ(r) = G(0)e

−
r∫

1

ϑ(t)

t
dt

, r ≥ 1, (3.7)

ñòàíîâÿùåéñÿ êëþ÷åâîé â ïîäõîäå ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèêè αm(K̃
∞
G , C)

êîìïàêòà C∞
-ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ íà S �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1.

Â îïðåäåëåíèè �óíêöèè µ(r) çíàê inf ìîæíî çàìåíèòü íà min, ò.å.

µ(r) = min
k≥0

G(k)

rk
=

G[ϑ(r)]

rϑ(r)
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12 Îá àñèìïòîòèêå àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

è ïîòîìó

em(f) ≤
π

2
µ(m). (3.8)

Ïîñêîëüêó êîìïàêò K̃∞
G ⊂ C∞

çàäà¼òñÿ (ñì. (3.5)) óêàçàíèåì ìàæîðàí-

òû G(k) ðîñòà k-õ ïðîèçâîäíûõ åãî ýëåìåíòîâ è ïðè ýòîì âêëàäûâàåòñÿ

â ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (3.2), âîçíèêàåò âîïðîñ: íà-

ñêîëüêî ïîðÿäêè óáûâàíèÿ ê íóëþ êîý��èöèåíòîâ cp ðàçëîæåíèÿ ýëåìåí-

òîâ ϕ èç K̃∞
G ñîãëàñîâàíû ñ ïîðÿäêîì ðîñòà ìàæîðàíòû G(k), çàäàþùåé

êîìïàêò K̃∞
G ?

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. [6℄ Åñëè �óíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó K̃∞
G ⊂ C∞

, òî

|c0| ≤ 2G(0), |c2p−1| ≤ 2µ(p), |c2p| ≤ 2µ(p) ∀p ≥ 1.

Îáðàòíî, åñëè êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè ϕ èç C∞
óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâàì

|c0| ≤ G(0), |c2p−1| ≤
1

8

µ(p)

p2
, |c2p| ≤

1

8

µ(p)

p2
∀p ≥ 1,

òî �óíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó K̃∞
G ( ñì. (3.5)).

Îòîæäåñòâèâ êîìïàêò K̃∞
G ñ ìíîæåñòâîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (3.2),

ìû ñîçäà¼ì êîíñòðóêòèâíûé àïïàðàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíûõ àñèìïòîòèê.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýëåìåíòàðíàÿ

Ëåììà 3. Åñëè �óíêöèÿ f(r) âîçðàñòàåò äëÿ r ≥ 1, òî

m∑

r=1

f(r) ≤
m∫

1

f(r)d r + f(m). (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà

f(ν) ≤
ν+1∫

ν

f(ν)d ν,

ïðîñóììèðîâàâ îáå ÷àñòè êîòîðîãî îò 1 äî m − 1 è ïðèñîåäèíèâ ê ïî-

ëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ïî ñëàãàåìîìó f(m), ïðèõîäèì ê (3.9). Ëåììà 3

äîêàçàíà.

Äëÿ êëàññà G̃∞
α ⊂ C∞

, ò.å. êîãäà G(k) = cAkkαk
è âûïîëíåíî óñëîâèå

(3.4), íàõîäèì ÿâíîå âûðàæåíèå �óíêöèè µ(r) (ïîäðîáíîñòè ñì. [5℄):
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Áåëûõ Â.Í. 13

µ(r) = e−̺r1/α , ̺ = αe−1/
α
√
A.

Äàëåå, äëÿ m ≥ 0 è 1 ≤ α < ∞ îïðåäåëèì �óíêöèþ

γα(m) ≡
m∑

r=0

µ(m)

µ(r)
= e−̺ α

√
m
(
1 + e̺

α
√
1 + e̺

α
√
2 + . . .+ e̺

α
√
m
)
, (3.10)

õàðàêòåðèçóþùóþ ñëîæíîñòü óñòðîéñòâà êëàññà Æåâðå G̃∞
α ⊂ C∞

.

Ïóñòü β = 1/α. Ïðåîáðàçóåì (3.10), ïðèìåíèâ ëåììó 3, ê âèäó

γα(m) · e̺m
β
=

m∑

r=0

e̺r
β
= 1 +

m∑

r=1

e̺r
β

≤ 1 +

m∫

1

e̺r
β
d r + e̺m

β
≤ 1 + Jα(m) + e̺m

β
.

Íî, ïîñêîëüêó α ≥ 1, âåëè÷èíà èíòåãðàëà Jα(m) âû÷èñëÿåòñÿ çàìåíîé

ïåðåìåííîé r = xα
è çàòåì îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jα(m) =

m∫

1

e̺r
β
d r = α

mβ∫

1

e̺x
d x

xα−1
≤ α

̺

(
e̺m

β
− e̺

)
.

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê òàêîìó íåðàâåíñòâó

γα(m) · e̺m
β
≤ 1 + Jα(m) + e̺m

β
≤ 1 +

α

̺

(
e̺m

β
− e̺

)
+ e̺m

β
.

Îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì íóæíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî îöåíêó:

γα(m) ≡
m∑

r=0

µ(m)

µ(r)
≤ e−̺mβ

(
1 +

α

̺

(
e̺m

β
− e̺

)
+ e̺m

β

)

= 1+ e−̺mβ
+

α

̺

(
1− e−̺(mβ − 1)

)
≤ 2+

α

̺
= 2+ e

α
√
A ≡ ̟ < ∞. (3.11)

Ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé (ñì. (3.2)) òðèãîíîìåòðè÷åñêè-

ìè ìíîãî÷ëåíàìè ïîðÿäêà íå âûøå m − 1 îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî

T m−1 ⊂ C ìíîãî÷ëåíîâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dim T m−1 = 2m− 1.

Îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû α2m−1(K̃
∞
G , C) (ñì. (3.8)) ïîëó÷åíà â [6℄:

α2m−1(K̃
∞
G , C) ≤ inf

(T m−1, ν)
sup

ϕ∈K̃∞

G
⊂C

‖ϕ−ν(ϕ)‖ = sup
ϕ∈K̃∞

G
⊂C

em−1(ϕ) ≤
π

2
µ(m−1).

(3.12)
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14 Îá àñèìïòîòèêå àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ îöåíêè ñíèçó äëÿ α2m−1(K̃
∞
G , C). Ïðè¼ì, êîòîðûé

èñïîëüçîâàí íèæå, áûë óïîòðåáë¼í â [6℄. Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêè-

ìè ñîîáðàæåíèÿìè è ëåììîé 1 îá îòîáðàæåíèè êóáà, à òàêæå ñâîéñòâàìè

ìîíîòîííîñòè ïîïåðå÷íèêà α2m−1(K̃
∞
G , C) ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ è íå

âîçðàñòàíèÿ åãî âåëè÷èíû êàê �óíêöèè öè�ðîâîãî ïàðàìåòðà m. Â ñàìîì

äåëå, åñëè êîìïàêò X0 ìîæíî ëèíåéíî è èçîìåòðè÷íî îòîáðàçèòü â êîì-

ïàêò K̃∞
G , òî α2m(X0, C) ≤ α2m−1(X0, C) ≤ α2m−1(K̃

∞
G , C). Â êà÷åñòâå X0

âûáåðåì êóá Q2m+1 ⊂ K̃∞
G , äëÿ êîòîðîãî α2m(Q

2m+1, C) âû÷èñëÿåòñÿ.

Ïóñòü ϕ èç K̃∞
G ⊂ G̃∞

α è ϕ(t) =
∞∑
r=0

arπr(t), òîãäà äëÿ ëþáîãî k ≥ 0:

‖ϕ(k)‖ ≤ G(k), µ(r) = min
k≥0

G(k)

rk
, ‖π(k)

r (t)‖ =

∥∥∥∥
(
cos rt

sin rt

)(k)∥∥∥∥ ≤ rk
∥∥∥∥
(
1

1

)∥∥∥∥,

Îïðåäåëèâ äëÿ çíà÷åíèé 0 ≤ r ≤ m �óíêöèè (ñì. (3.11))

φr(t) ≡
µ(m)

2̟
πr(t) ≤

µ(m)

2γα(m)
πr(t) =

µ(m)

2γα(m)

(
cos rt

sin rt

)
≡
(
φc
r(t)

φs
r(t)

)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî γα(m) ≤ ̟ ïîëó÷èì

‖φ(k)
r (t)‖ =

µ(m)

2̟
‖π(k)

r (t)‖ ≤ µ(m)

2γα(m)
‖π(k)

r (t)‖ ≤ G(k)µ(m)

2γα(m)
· rk

G(k)

≤ G(k)µ(m)

2γα(m)
·
(
min
k≥0

G(k)

rk

)−1

=
G(k)µ(m)

2γα(m)
·
(
µ(r)

)−1

≤ G(k)

2γα(m)
· µ(m)

µ(r)
≤ G(k)

2
< G(k), ∀k ≥ 0.

Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè φr(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïðèíàäëåæàò K̃∞
G , èõ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ω(t) =
m∑
r=0

(
ξrφ

c
r(t) + ηrφ

s
r(t)
)
ïðè |ξr|, |ηr| ≤ 1 òàêæå

äëÿ âñåõ k ≥ 0 ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó K̃∞
G :

‖ω(k)(t)‖ ≤
m∑

r=0

(
|ξr|‖φc(k)

r (t)‖+ |ηr|‖φs(k)
r (t)‖

)
≤ G(k)

γα(m)

m∑

r=0

µ(m)

µ(r)
≤ G(k).

Â êîìïàêòå K̃∞
G ⊂ G̃∞

α îïðåäåëèì ñåìåéñòâî �óíêöèé (ñì. [6℄):

Q2m+1 =

{
ω(t) =

m∑

r=0

(
ξr cos rt+ηr sin rt

)
: |ξr|, |ηr| ≤

µ(m)

2̟
, r = 0, 1, . . . , m

}
,

(3.13)
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ãäå ξ0, ξ1, . . . , ξm; η1, . . . , ηm � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ïóñòü |ξ|∞ = max
{
|ξ0|/2, |ξ1|, . . . , |ξm|

}
, |η|∞ = max

{
|η1|, |η2|, . . . , |ηm|

}
.

Êóá

I2m+1 =
{
ζ ∈ R2m+1 : |ζr| ≤

µ(m)

2̟
, r = 0, 1, . . . , 2m}

òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 2m+1 è äëèíîé ðåáðà d = µ(m)
̟

ëèíåéíî è ãî-

ìåîìîð�íî ñ íå óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ (ò.å. èçîìåòðè÷íî (ñì. [4, ãë. 3, � 7,

ïðåäë. 3℄) âêëàäûâàåòñÿ â êîìïàêò K̃∞
G , è åãî îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâî (3.13), ïîñêîëüêó

|ζ |∞ ≡ max
(
|ξ|∞, |η|∞

)
≤

√
2 ·
∥∥∥ξ0/2 +

m∑

r=1

(
ξr cos rt+ ηr sin rt

)∥∥∥. (∗)

Îöåíêà (*) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (ñì. [4, ãë. 2, � 3, ï. 1℄):

|ζ |2∞ ≡
(
max

{ |ξ0|
2

, |ξ1|, . . . , |ξm|, |η|∞
})2

≤
(
max

{ |ξ0|√
2
, |ξ1|, . . . , |ξm|, |η|∞

})2

≤

︷ ︸︸ ︷
ξ20
2

+
m∑

r=1

(
ξ2r + η2r

)
≤ 1

π

2π∫

0

ω2(t) dt ≤ 2 max
t∈[0,2π]

|ω(t)|2 = 2‖ω‖2.

Â ñèëó âñåãî ñêàçàííîìó âûøå è ëåììå 1 ïîëó÷àåì òàêóþ îöåíêó ñíèçó:

α2m

(
K̃∞

G , C
)
≥ α2m

(
Q2m+1, C

)
≥ 1√

2
· α2m

(
I2m+1, l2m+1

∞

)
=

1√
2
· µ(m)

(2̟)
.

Òåîðåìà 1. Êîìïàêò K̃∞
G ⊂ G̃∞

α áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1 è ìàæîðàíòîé G(k) = cAkkαk
èìååò ñëåäó-

þùóþ (ïðè m → ∞) àñèìïòîòèêó àëåêñàíäðîâñêîãî m-ïîïåðå÷íèêà (ïî-

äðîáíîñòè âû÷èñëåíèé ñì. â [5℄):

c · ae−̺ α
√
m ≤ α2m

(
K̃∞

G , C
)
≤ α2m−1

(
K̃∞

G , C
)
≤ c · be−̺ α

√
m− 1.

Çäåñü

a =
1

2
√
2
· 1

2 + (e α
√
A)

, b =
π

2
· e0.5α(e

α
√
A), ̺ = α/(e

α
√
A)

� âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
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