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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìîäóëÿðíàÿ êàòåãîðèÿ E, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî äâà ïðî-

ñòûõ îáúåêòà. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé òåõíèêè èç íå¼ èçâëåêàþòñÿ äâà

èíâàðèàíòà: êîìïëåêñíî çíà÷íûé èíâàðèàíò òèïà �åøåòèõèíà � Òóðà-

åâà rtε íåîðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé â òð¼õìåðíîé ñ�åðå è òð¼õìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèé, è âåùåñòâåííî çíà÷íûé èíâàðèàíò òèïà Òóðàåâà �

Âèðî tvε òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Çíà÷åíèÿ ýòèõ äâóõ èíâàðèàíòîâ

òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì |rtε|2 · (ε + 2) = tvε,

ãäå ε � êîðåíü óðàâíåíèÿ ε2 = ε + 1. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíò tvε

â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ε-èíâàðèàíòîì òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ìîäóëÿðíàÿ êàòåãîðèÿ, èíâàðèàíòû òèïà �åøåòèõèíà � Òóðàåâà, èíâà-

ðèàíòû òèïà Òóðàåâà � Âèðî, ε-èíâàðèàíò.
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Abstrat

In this paper we onstrut a modular ategory E ontaining exatly two

simple objets. Using a speial tehnique, two invariants are extrated from

it: a omplex-valued invariant of Reshetikhin � Turaev type rtε of unoriented

links in the 3-sphere and of 3-manifolds, and a real-valued invariant of

Turaev � Viro type tvε of 3-manifolds. The values of these two invariants of

3-manifolds are related by the equality |rtε|2 · (ε+ 2) = tvε, where ε is the

root of the equation ε2 = ε + 1. It is proved that the tvε invariant exatly

oinides with the ε-invariant of 3-manifolds.
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� 1. Ââåäåíèå, ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ïîñòàíîâêà

çàäà÷è

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåàëèçàöèè îäíîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîå-

íèþ êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé è çàìêíóòûõ òð¼õ-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Èçíà÷àëüíî ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüå

[1℄, åãî áîëåå ðàçâ¼ðíóòîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â êíèãàõ [2, 3℄ (òàêæå

ñì. [4℄). Ñóòü ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç êàæäîé ìîäóëÿðíîé êàòåãî-

ðèè V ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé òåõíèêè ìîæíî èçâëå÷ü äâà èíâàðèàíòà
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τV(M) è |M |V çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M . Çíà÷åíèÿ ýòèõ äâóõ èíâàðèàíòîâ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíè-

åì |M |V = τV(M) · τV(−M), ãäå −M � ìíîãîîáðàçèå ñ ïðîòèâîïîëîæíîé

îðèåíòàöèåé.

Èçíà÷àëüíî êîíñòðóêöèÿ èíâàðèàíòà τV áûëà äàíà â ðàáîòå Í. �åøåòè-
õèíà è Â. Òóðàåâà [5℄ äëÿ ñëó÷àÿ êàòåãîðèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

êâàíòîâîé ãðóïïû Uq(sl2). Ïîýòîìó âñå èíâàðèàíòû, êîòîðûå ïîëó÷àþò-

ñÿ èç äðóãèõ ìîäóëÿðíûõ êàòåãîðèé, åñòåñòâåííî íàçûâàòü èíâàðèàíòàìè

òèïà �åøåòèõèíà � Òóðàåâà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïåðâûé ðàç êîíñòðóê-

öèÿ èíâàðèàíòà |M |V áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå Â. Òóðàåâà è Î. Âèðî [6℄

ñ èñïîëüçîâàíèåì q-6j-ñèìâîëîâ äëÿ êâàíòîâîé ãðóïïû Uq(sl2). Ïîýòîìó
âñå èíâàðèàíòû |M |V , âîçíèêàþùèå èç ìîäóëÿðíûõ êàòåãîðèé, åñòåñòâåí-
íî íàçûâàòü èíâàðèàíòàìè òèïà Òóðàåâà � Âèðî.

Îäíà èç çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçó÷àòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ òè-

ïà �åøåòèõèíà � Òóðàåâà è Òóðàåâà � Âèðî äëÿ íàèáîëåå ïðîñòûõ ìîäó-

ëÿðíûõ êàòåãîðèé. Äîâîëüíî óäîáíûì äëÿ ýòèõ öåëåé êëàññîì êàòåãîðèé

ÿâëÿþòñÿ �üþæí êàòåãîðèè (ñì. [7, 8, 9℄). Â ðàáîòå [10℄ ïîëó÷åíà ïîëíàÿ

êëàññè�èêàöèÿ �üþæí êàòåãîðèé, ÿâëÿþùèõñÿ ìîäóëÿðíûìè, ðàíã (òî

åñòü ÷èñëî êëàññîâ èçîìîð�íîñòè ïðîñòûõ îáúåêòîâ) êîòîðûõ íå ïðåâîñ-

õîäèò ÷åòûð¼õ. Ýòè êàòåãîðèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðî-

ñòåéøèõ èíâàðèàíòîâ òèïà �åøåòèõèíà � Òóðàåâà è Òóðàåâà � Âèðî.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò êàòåãîðèÿ E. Ýòà êàòåãî-

ðèÿ õîðîøî èçâåñòíà. Íàïðèìåð, îíà ñëóæèò îñíîâàíèåì àíèîííîé ìîäåëè

Ôèáîíà÷÷è êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé (ñì. [11, 12℄). Ýòà êàòåãîðèÿ äîâîëüíî

÷àñòî âîçíèêàåò êàê îäèí èç ïðîñòåéøèõ íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ �üþæí

êàòåãîðèè ñ äâóìÿ ïðîñòûìè îáúåêòàìè (ñì. [13℄). Îäíà èç îñîáåííîñòåé

êàòåãîðèè E ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûå àññîöèàòî-

ðû. Íå ñìîòðÿ íà ¾òåîðåìó êîãåðåíòíîñòè¿ (ñì. [14℄), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,

÷òî ëþáàÿ ìîíîèäàëüíàÿ êàòåãîðèÿ ýêâèâàëåíòíà ñòðîãîé ìîíîèäàëüíîé

êàòåãîðèè (òî åñòü êàòåãîðèè, â êîòîðîé âñå àññîöèàòîðû òðèâèàëüíû),

êàòåãîðèÿ E îêàçûâàåòñÿ óäîáíîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëå-

íèé. Èíâàðèàíò òèïà �åøåòèõèíà � Òóðàåâà, âîçíèêàþùèé èç êàòåãîðèè

E, îáîçíà÷àåòñÿ rtε, à èíâàðèàíò òèïà Òóðàåâà � Âèðî � tvε. Çíà÷åíèÿ

îáîèõ èíâàðèàíòîâ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ε, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûáðàí

ðàâíûì ëþáîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ ε2 = ε+ 1.

Êîíñòàíòà ε, èñïîëüçóþùàÿñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ rtε è tvε,

ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè ε-èíâàðèàíòà äëÿ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì.

[15℄). Ýòîò èíâàðèàíò ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêèìè ýêâèâàëåíòíûìè

ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü åãî êàê ãîìî-

ëîãè÷åñêè òðèâèàëüíóþ ÷àñòü êëàññè÷åñêîãî èíâàðèàíòà Òóðàåâà � Âèðî

ïîðÿäêà 5. ε-èíâàðèàíò èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñëîæíîñòè òð¼õ-
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ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [16℄). Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ýòîãî èíâàðèàíòà

óäàëîñü âû÷èñëèòü ÿâíûå çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷-

íûõ ñåðèé òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [17, 18℄).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ε-èíâàðèàíòà çàìêíó-

òûõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàåò ñ èíâàðèàíòîì tvε (òåîðåìà 13).

Òàê êàê èíâàðèàíò rtε ñèëüíåå èíâàðèàíò tvε (ïðèìåð 10), òî åãî ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê áîëåå ñèëüíóþ âåðñèþ ε-èíâàðèàíòà. Òàê êàê ε-

èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ Òóðàåâà

� Âèðî, òî âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî èíâàðèàíò rtε òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ

îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ �åøåòèõèíà � Òóðàåâà (ñì. [19℄). Èí-

âàðèàíò rtε íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, îäíàêî èñïîëüçóåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò

îïèñàòü åãî ÷èñòî êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè áåç ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïðåä-

ñòàâëåíèé êâàíòîâûõ ãðóïï. Ïðè îïèñàíèè êàòåãîðèè E è èíâàðèàíòîâ rtε
è tvε â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç êíèãè [2℄.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè òàêîâà. Â ðàçäåëå äà¼òñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå êàòå-

ãîðèè E. Áëèçêîå îïèñàíèå ýòîé êàòåãîðèè, èñïîëüçóþùåå äðóãóþ òî÷êó

çðåíèÿ, äàíî â [12℄. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ êàòåãîðèè E õî-

ðîøî èçâåñòíà, å¼ îïèñàíèå äà¼òñÿ ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ,

÷òîáû çà�èêñèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ è ðàçðàáîòàòü äèàãðàììíûé ïîäõîä ê

èçîáðàæåíèþ ìîð�èçìîâ êàòåãîðèè E. Âî-âòîðûõ, ÷òîáû çà�èêñèðîâàòü

îäíó èç ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê çðåíèÿ íà êàòåãîðèþ E. Â-òðåòüèõ, ïîäîáíîå

îïèñàíèå äåëàåò òåêñò áîëåå ñàìîäîñòàòî÷íûì.

Â ðàçäåëå 2.4.2 îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíò rtε íåîðèåíòèðîâàííûõ çàöåï-

ëåíèé è òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, âû÷èñëÿåòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â

÷àñòíîñòè, âûâîäèòñÿ ÿâíàÿ �îðìóëà çíà÷åíèé èíâàðèàíòà rtε äëÿ îáîá-

ù¼ííûõ çàöåïëåíèé Õîï�à è äëÿ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ðàçäåëå 3.6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíò òèïà Òóðàåâà � Âèðî tvε,

âîçíèêàþùèé èç êàòåãîðèè E, ñîâïàäàåò ñ ε-èíâàðèàíòîì çàìêíóòûõ òð¼õ-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

� 2. Êàòåãîðèÿ E

Â ýòîì ïàðàãðà�å äà¼òñÿ ïðÿìîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå êàòåãîðèè

E.

2.1 Îáúåêòû è ìîð�èçìû

2.1.1 Îáúåêòû

Ïóñòü I = {1,A} � ìíîæåñòâî ìîùíîñòè 2. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà

èãðàþò ðîëü ïðîñòûõ îáúåêòîâ êàòåãîðèè E. Ëþáîé îáúåêò X ýòîé êàòå-

ãîðèè E � ýòî êîíå÷íàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, . . . , xn),
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ãäå xi ∈ I äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Âî èçáåæàíèå èçëèøíèõ íàãðîìîæäåíèé

áóäåì âìåñòî îáúåêòà (x) ïèñàòü ïðîñòî x. Äèàãðàììà êàæäîãî îáúåêòà

èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ñòîëáöà, ðàçáèòîãî íà ÿ÷åéêè, êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñîäåð-

æèò ëèáî ñèìâîë A, ëèáî ñèìâîë 1 (ðèñ. 1). Ñòîëáåö ÷èòàåòñÿ ñâåðõó âíèç.

1

A

1

A

A

A

1

1

�èñ. 1: Äèàãðàììû îáúåêòîâ (1,A, 1,A) (ñëåâà) è (A,A, 1, 1) (ñïðàâà)

Äëÿ îáúåêòà X = (x1, . . . , xn), xi ∈ I, îáîçíà÷èì |X|1 ÷èñëî êîìïîíåíò,
ðàâíûõ 1, è |X|A ÷èñëî êîìïîíåíò, ðàâíûõA, â X . ßñíî, ÷òî |X|1+|X|A =
n.

2.1.2 Ìîð�èçìû

Ïóñòü X = (x1, . . . , xn) è Y = (y1, . . . , ym), xi, yj ∈ I � äâà îáúåêòà. Êàæ-

äûé ìîð�èçì f ∈ Hom(X, Y ) èç X â Y â êàòåãîðèè E � ýòî òàêîå îòîá-

ðàæåíèå (xi, yj) 7→ a
j
i ∈ C, ÷òî åñëè xi 6= yj, òî a

j
i = 0, à åñëè xi = yj, òî

çíà÷åíèå a
j
i ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.

Äèàãðàììà êàæäîãî ìîð�èçìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ñòðåëîê ñ

ñîïîñòàâëåííûìè èì êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ñîåäèíÿþùèõ ÿ÷åéêè äèà-

ãðàììû ïåðâîãî îáúåêòà ñ ÿ÷åéêàìè äèàãðàììû âòîðîãî îáúåêòà. Óäîáíî

íà äèàãðàììå íå èçîáðàæàòü ñòðåëêè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî 0 ∈ C.

Ïðèìåð äèàãðàììû îäíîãî ìîð�èçìà èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 2.

1

A

A

1

A

s2

s1

s3
s4

s5s6

A

1

1

A

1

�èñ. 2: Äèàãðàììà ìîð�èçìà ìåæäó îáúåêòàìè (1,A,A, 1,A) è

(A, 1, 1,A, 1)

Ïóñòü f ∈ Hom(X, Y ) � ìîð�èçì èç îáúåêòà X = (x1, . . . , xn) â îáú-
åêò Y = (y1, . . . , ym) êàòåãîðèè E. Òîãäà êàæäîìó òàêîìó ìîð�èçìó åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâå ìàòðèöû. Ïåðâàÿ ìàòðèöà [f ]1
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èìååò ðàçìåð |Y |1×|X|1, à âòîðàÿ ìàòðèöà [f ]A èìååò ðàçìåð |Y |A×|X|A.
Ñòîëáöû ìàòðèöû [f ]1 íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîìïîíåí-

òàìè îáúåêòà X , ðàâíûìè 1. Ñòðîêè ìàòðèöû [f ]1 íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì
ñîîòâåòñòâèè ñ êîìïîíåíòàìè îáúåêòà Y , ðàâíûìè 1. Ýëåìåíò a

j
i ìàòðè-

öû [f ]1 ðàâåí çíà÷åíèþ, ñîïîñòàâëåííîãî ñòðåëêå äèàãðàììû ìîð�èçìà

f , ñîåäèíÿþùåé i-óþ ÿ÷åéêó ñ ñèìâîëîì 1 äèàãðàììû îáúåêòà X ñ j-îé

ÿ÷åéêîé ñ ñèìâîëîì 1 äèàãðàììû îáúåêòà Y . Ìàòðèöà [f ]A ñòðîèòñÿ àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì. Âñ¼ îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ ýëåìåíòû � ýòî

çíà÷åíèÿ, ñîïîñòàâëåííûå ñòðåëêàì, ñîåäèíÿþùèì ÿ÷åéêè ñ ñèìâîëîì A.

Íàïðèìåð, äëÿ ìîð�èçìà f , èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 2, ýòè ìàòðèöû

ñëåäóþùèå:

[f ]1 =



s2 0
0 s4
0 s5




è [f ]A =

(
s1 0 0
s3 0 s6

)
.

2.1.3 Êîìïîçèöèÿ ìîð�èçìîâ

Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , ym) è Z = (z1, . . . , zl) � òðè îáúåêòà

êàòåãîðèè E, è ïóñòü f ∈ Hom(X, Y ) � ìîð�èçì èç X â Y , g ∈ Hom(Y, Z)
� ìîð�èçì èç Y â Z. Òîãäà êîìïîçèöèåé f ◦ g ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçì èç X â

Z, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ìàòðèöàìè:

[f ◦ g]1 = [g]1 · [f ]1 è [f ◦ g]A = [g]A · [f ]A.
Êîìïîçèöèÿ f ◦ g çàïèñûâàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî: ìîð�èçì f ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì, à ìîð�èçì g � âòîðûì.

Êîìïîçèöèþ f ◦ g ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ äèàãðàììû. ×èñëî,

ñîïîñòàâëåííîå ñòðåëêå, ñîåäèíÿþùåé ÿ÷åéêó îáúåêòà X ñ ñèìâîëîì xi è

ÿ÷åéêó îáúåêòà Z ñ ñèìâîëîì zk, âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà-

÷àëà íàäî íàéòè âñå îðèåíòèðîâàííûå ïóòè èç ÿ÷åéêè xi â ÿ÷åéêó zk íà

äèàãðàììàõ ìîð�èçìîâ f è g. Çàòåì äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïóòè âû÷èñ-

ëèòü ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé, ñîïîñòàâëåííûõ åãî ñòðåëêàì. Ïîñëå ýòîãî

ñëîæèòü âñå âû÷èñëåííûå ïðîèçâåäåíèÿ (ðèñ. 3).

1

A

1

A

f1

f2

f3

A

1

A

1

◦
A

1

A

1

g1

g2

g3

A

1 =
1

A

1

A

f1g1 + f2g2

f3 · g3

A

1

�èñ. 3: Êîìïîçèöèÿ äâóõ ìîð�èçìîâ
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2.1.4 Òîæäåñòâåííûå ìîð�èçìû

Ïóñòü X = (x1, . . . , xn) � îáúåêò êàòåãîðèè E. Òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì

idX çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ìàòðèöàìè: [idX ]1 � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà ðàçìåðà |X|1, à [idX ]A � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà |X|A. Äèà-
ãðàììà òîæäåñòâåííîãî ìîð�èçìà idX ñîäåðæèò n ïàðàëëåëüíûõ ñòðåëîê,

êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî 1 (ðèñ. 4).

1

A

1

A

1
1
1
1

1

A

1

A

�èñ. 4: Òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì idX äëÿ îáúåêòà X = (1,A, 1,A)

Òåîðåìà 1. Îïðåäåë¼ííûå âûøå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ è ìíîæåñòâî

ìîð�èçìîâ äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò êàòåãîðèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ìîð�èç-

ìîâ àññîöèàòèâíà, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ îáúåêòîâ X, Y, Z,W è òð¼õ

ìîð�èçìîâ f ∈ Hom(X, Y ), g ∈ Hom(Y, Z) è h ∈ Hom(Z,W ):

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ

íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè, òî åñòü äëÿ

ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ X, Y è ìîð�èçìà f ∈ Hom(X, Y ):

idX ◦ f = f ◦ idY = f.

Îáà òðåáóåìûõ óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Ïåðâîå ñëåäóåò èç àññîöèàòèâ-

íîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, à âòîðîå � èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ íà åäè-

íè÷íóþ ìàòðèöó.

2.2 Ìîíîèäàëüíàÿ ñòðóêòóðà

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿù¼í îïèñàíèþ ìîíîèäàëüíîé ñòðóêòóðû íà êàòåãîðèè E.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèòü îïåðàöèþ òåíçîðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ îáúåêòîâ è ìîð�èçìîâ. Âî-âòîðûõ, çàäàòü ñåìåéñòâî èçîìîð-

�èçìîâ αX,Y,Z ∈ Hom
(
(X ⊗ Y ) ⊗ Z,X ⊗ (Y ⊗ Z)

)
, îïðåäåë¼ííûõ äëÿ
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êàæäîé òðîéêè îáúåêòîâ X, Y, Z êàòåãîðèè E. Ýòè èçîìîð�èçìû íàçû-

âàþòñÿ àññîöèàòîðàìè. Â-òðåòüèõ, îïðåäåëèòü åäèíè÷íûé îáúåêò 1, íåé-

òðàëüíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îáúåêòîâ. Â-

÷åòâ¼ðòûõ, çàäàòü äâà ñåìåéñòâà èçîìîð�èçìîâ lX ∈ Hom(1 ⊗ X,X) è
rX ∈ Hom(X ⊗ 1, X), îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè E.

Ýòè èçîìîð�èçìû íàçûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè åäèíè÷íûìè èçîìîð-

�èçìàìè. Êàòåãîðèÿ E îêàçûâàåòñÿ íå ñòðîãîé, òàê êàê àññîöèàòîðû â

íåé íåòðèâèàëüíû.

2.2.1 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ

Ïóñòü X, Y ∈ I � ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèè E. Îïðåäåëèì èõ òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå X ⊗ Y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1⊗ 1 = 1, 1⊗A = A, A⊗ 1 = A, A⊗A = (1,A).

Ïðîäîëæèì ýòî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ

êàòåãîðèè E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x1, . . . , xn)⊗ (y1, . . . , ym)

= (x1 ⊗ y1, . . . , x1 ⊗ ym, x2 ⊗ y1, . . . , x2 ⊗ ym, . . . , xn ⊗ y1, . . . , xn ⊗ ym),

ãäå x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ I � ïðîñòûå îáúåêòû. Â ñëó÷àå, åñëè xi = yj =
A, òî íà ìåñòå âõîæäåíèÿ xi ⊗ yj â ðåçóëüòàòå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî íàïèñàíû äâå êîìïîíåíòû 1 è A.

Ïðèìåð 1. X ⊗ (Y ⊗ Z) äëÿ X = (A, 1), Y = A è Z = (1,A):

(A, 1)⊗
(
A⊗ (1,A)

)
= (A, 1)⊗ (A, 1,A) = (1,A,A, 1,A,A, 1,A).

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå (X⊗Y )⊗Z 6= X⊗ (Y ⊗Z), íî, êîíå÷íî
æå |(X ⊗ Y ) ⊗ Z|1 = |X ⊗ (Y ⊗ Z)|1 è |(X ⊗ Y ) ⊗ Z|A = |X ⊗ (Y ⊗ Z)|A.
Ôàêòè÷åñêè îáúåêòû (X⊗Y )⊗Z èX⊗(Y ⊗Z) ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì
êîìïîíåíò.

2.2.2 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîð�èçìîâ

Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , ym), Z = (z1, . . . , zp) è T = (t1, . . . , tq)
� îáúåêòû êàòåãîðèè E, ãäå âñå xi, yj, zr, ts ∈ I � ïðîñòûå îáúåêòû. Ïóñòü

f ∈ Hom(X, Y ) � ìîð�èçì èç X â Y , è g ∈ Hom(Z, T ) � ìîð�èçì èç Z

â T . Íàêîíåö, ïóñòü ìîð�èçì f çàäà¼òñÿ çíà÷åíèÿìè f(xi, yj) = f
j
i ∈ C,

i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , m}, è ïóñòü ìîð�èçì g çàäà¼òñÿ çíà÷åíèÿìè

g(zr, ts) = gsr ∈ C, r ∈ {1, . . . , p}, s ∈ {1, . . . , q}.
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Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîð�èçìîâ f⊗g ∈ Hom(X⊗Z, Y ⊗
T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì êîìïîíåíòû xi ⊗ zr îáúåêòà X ⊗ Z

è yj ⊗ ts îáúåêòà Y ⊗ T . Êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî îäíèì ïðîñòûì

îáúåêòîì (åñëè õîòÿ áû îäèí èç äâóõ ïðîñòûõ îáúåêòîâ â ïðîèçâåäåíèè

ñîâïàäàåò ñ 1), ëèáî äâóìÿ (åñëè îáà ïðîñòûõ îáúåêòà â ïðîèçâåäåíèè

ñîâïàäàþò ñ A). Åñëè xi 6= yj èëè zr 6= ts, òî ïîëîæèì çíà÷åíèå ìîð�èçìà

f ⊗ g, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåòñÿ âñåì êîìïîíåíòàì xi ⊗ zr è yj ⊗ ts, ðàâíûì

íóëþ. Åñëè xi = yj è zr = ts, òî â ýòîì ñëó÷àå xi ⊗ zr = yj ⊗ ts. Åñëè ëèáî

xi, ëèáî zr ñîâïàäàåò ñ 1, òî ïîëîæèì f ⊗ g(xi ⊗ zr, yj ⊗ ts) = f
j
i · gsr ∈ C.

Åñëè xi = zr = A è yj = ts = A, òî xi ⊗ zr = yj ⊗ ts = (1,A). Â ýòîì

ñëó÷àå ïîëîæèì f ⊗ g(1, 1) = f ⊗ g(A,A) = f
j
i · gsr ∈ C, è f ⊗ g(1,A) =

f ⊗ g(A, 1) = 0 ∈ C.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîð�èçìîâ ìîæíî çàäàòü, èñïîëüçóÿ äèàãðàì-

ìû. Íàðèñóåì äèàãðàììó ïåðâîãî ìîð�èçìà f ∈ Hom(X, Y ) ñâåðõó, à âòî-
ðîãî ìîð�èçìà g ∈ Hom(Z, T ) ñíèçó (ðèñ. 5 ñëåâà). Âûáåðåì íåíóëåâóþ

ñòðåëêó íà äèàãðàììå ìîð�èçìà f è íåíóëåâóþ ñòðåëêó íà äèàãðàììå

ìîð�èçìà g. Ïóñòü ýòèì äâóì ñòðåëêàì ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ f
j
i è g

s
r ñî-

îòâåòñòâåííî. �åçóëüòàò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûáðàííûõ äâóõ ñòðå-

ëîê èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 5 â öåíòðå è ñïðàâà. Âûïîëíÿåì ýòî äåéñòâèå

äëÿ âñåõ ïàð ñòðåëîê íà äèàãðàììàõ ìîð�èçìîâ f è g.

.

.

.

xi

.

.

.

f
j
i

.

.

.

yj

.

.

.

⊗
.

.

.

zr

.

.

.

gsr

.

.

.

ts

.

.

.

1

f
j
i

1

⊗
1

gsr
1

= 1

f
j
i · gsr

1

1

f
j
i

1

⊗
A

gsr
A

= A

f
j
i · gsr

A

A

f
j
i

A

⊗
1

gsr
1

= A

f
j
i · gsr

A

A

f
j
i

A

⊗
A

gsr
A

= 1

A

f
j
i · gsr

f
j
i · gsr

1

A

�èñ. 5: Äèàãðàììà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìîð�èçìîâ (ñëåâà), ðå-

çóëüòàò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîð�èçìîâ ìåæäó ïðîñòûìè îáúåêòàìè

(ñïðàâà)

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ìîð�èçì f ∈ Hom
(
(A, 1,A), (1,A)

)
çàäàí ìàòðè-

öàìè

[f ]1 =
(
f2
)
, [f ]A =

(
f1 0

)
,
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à ìîð�èçì g ∈ Hom
(
(1,A), (1,A)

)
çàäàí ìàòðèöàìè

[g]1 =
(
g1
)
, [g]A =

(
g2
)
.

Äèàãðàììû ýòèõ ìîð�èçìîâ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 6 ñëåâà.

A

1

A

1

Af1

f2

g1

g2

⊗
1

A

1

A

=

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

f1g1

f1g2

f1g2

f2g
1

f2g
2

�èñ. 6: Ïðèìåð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìîð�èçìîâ

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå f ⊗ g ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì èç îáúåêòà

(A, 1,A)⊗ (1,A) = (A, 1,A, 1,A,A, 1,A)

â îáúåêò (1,A)⊗ (1,A) = (1,A,A, 1,A). Ýòîò ìîð�èçì çàäà¼òñÿ ìàòðè-

öàìè

[f ⊗ g]1 =

(
0 f2g1 0
f1g2 0 0

)
, [f ⊗ g]A =




0 0 f2g2 0 0
f1g1 0 0 0 0
0 f1g2 0 0 0


 .

Äèàãðàììà ìîð�èçìà f ⊗ g èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 6 ñïðàâà.

Çàìå÷àíèå 2. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 2, åñëè f, g � äâà ìîð�èçìà,

è [f ]1, [f ]A, [g]1, [g]A � çàäàþùèå èõ ìàòðèöû, òî òîãäà ìàòðèöû [f ⊗ g]1
è [f ⊗ g]A, çàäàþùèå ìîð�èçì f ⊗ g, íå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè òåíçîðíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè ìàòðèö [f ]1, [f ]A, [g]1, [g]A. Ìàòðèöà [f ⊗ g]1 ñîñòàâëÿåòñÿ
èç ìàòðèöû [f ]1 ⊗ [g]1 è ïîäìàòðèöû ìàòðèöû [f ]A ⊗ [g]A. Ìàòðèöà [f ⊗
g]A ñîñòàâëÿåòñÿ èç ìàòðèö [f ]1 ⊗ [g]A, [f ]A ⊗ [g]1 è ïîäìàòðèöû ìàòðèöû

[f ]A ⊗ [g]A.

Ëåììà 1. Ïóñòü X, Y, Z,X ′, Y ′, Z ′
� îáúåêòû êàòåãîðèè E, è ïóñòü

f ∈ Hom(X, Y ), g ∈ Hom(Y, Z), f ′ ∈ Hom(X ′, Y ′), g′ ∈ Hom(Y ′, Z ′) �
ìîð�èçìû. Òîãäà

(f ⊗ f ′) ◦ (g ⊗ g′) = (f ◦ g)⊗ (f ′ ◦ g′).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû èñïîëüçóÿ äèàãðàìì-

íûé ÿçûê çàäàíèÿ ìîð�èçìîâ. Ïóñòü x = z ∈ I � ÿ÷åéêè äèàãðàìì îáúåê-

òîâ X è Z ñîîòâåòñòâåííî, y1, . . . , yn ∈ I � ÿ÷åéêè äèàãðàììû îáúåêòà Y ,

ñîåäèí¼ííûå ëèáî ñ x, ëèáî ñ z íåíóëåâûìè ñòðåëêàìè. Ïóñòü äëÿ ìîð�èç-

ìà f ∈ Hom(X, Y ) ýòèì ñòðåëêàì ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ f1, . . . , fn ∈ C, à

äëÿ ìîð�èçìà g ∈ Hom(Y, Z) � çíà÷åíèÿ g1, . . . , gn ∈ C (ðèñ. 7 ñëåâà).

x

y1

.

.

.

yn

f1

fn

◦ z

y1

.

.

.

yn

g1

gn

= x z

n∑
i=1

figi

�èñ. 7: Äèàãðàììû ìîð�èçìîâ f è g (ñëåâà), è ðåçóëüòàò èõ êîìïîçèöèè

f ◦ g (ñïðàâà)

Òîãäà íà äèàãðàììå ìîð�èçìà f ◦ g ∈ Hom(X,Z) ÿ÷åéêà x ñîåäèíÿåò-

ñÿ ñ ÿ÷åéêîé z ñòðåëêîé, êîòîðîé ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå

n∑
i=1

fi · gi (ðèñ. 7
ñïðàâà).

Äëÿ ìîð�èçìîâ f ′ ∈ Hom(X ′, Y ′) è g′ ∈ Hom(Y ′, Z ′) èñïîëüçóåì àíà-

ëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: x′ = z′ ∈ I � äâå ÿ÷åéêè äèàãðàìì îáúåêòîâ X ′
è

Z ′
ñîîòâåòñòâåííî, y′1, . . . , y

′
m ∈ I � ÿ÷åéêè äèàãðàììû îáúåêòà Y ′

, ñîåäè-

í¼ííûå ñ x′ ñòðåëêàìè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ f ′
1, . . . , f

′
m ∈ C, è

ñ z′ ñòðåëêàìè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ g′1, . . . , g
′
m ∈ C. Òîãäà íà

äèàãðàììå äëÿ êîìïîçèöèè f ′ ◦ g′ ∈ Hom(X ′, Z ′) ÿ÷åéêà x′ ñîåäèíÿåòñÿ ñ

ÿ÷åéêîé z′ ñòðåëêîé, êîòîðîé ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå
m∑
j=1

f ′
j · g′j.

Â ðåçóëüòàòå íà äèàãðàììå ìîð�èçìà (f ◦ g)⊗ (f ′ ◦ g′) (ðèñ. 8) ÿ÷åéêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèþ x⊗x′, ñîåäèíåíû ñ ÿ÷åéêàìè, ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ïðîèçâåäåíèþ z ⊗ z′, ñòðåëêàìè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå

n∑

i=1

figi ·
m∑

j=1

f ′
jg

′
j.

Åñëè x = x′ = z = z′ = A, òî x ⊗ x′ = z ⊗ z′ = (1,A) è íà äèàãðàììå èì

ñîîòâåòñòâóþò äâå ïàðàëëåëüíûå ñòðåëêè ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì. Â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ x ⊗ x′ = z ⊗ z′ ∈ I è íà äèàãðàììå èì ñîîòâåòñòâóåò

îäíà ñòðåëêà.

Íà äèàãðàììå ìîð�èçìà f ⊗ f ′ ∈ Hom(X ⊗ X ′, Y ⊗ Y ′) (ðèñ. 9 ñëå-

âà) ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèþ x⊗x′, ñîåäèíåíû ñ ÿ÷åéêàìè,
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x z

n∑
i=1

figi

⊗
x′ z′

m∑
i=1

f ′
ig

′
i

= x⊗ x′ z ⊗ z′

n∑
i=1

figi ·
m∑
j=1

f ′
jg

′
j

�èñ. 8: ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ (f ◦ g)⊗ (f ′ ◦ g′)

ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâåäåíèÿì

y1 ⊗ y′1, . . . , y1 ⊗ y′m, y2 ⊗ y′1, . . . , y2 ⊗ y′m, . . . , yn ⊗ y′1, . . . , yn ⊗ y′m,

ñòðåëêàìè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ

f1f
′
1, . . . , f1f

′
m, f2f

′
1, . . . , f2f

′
m, . . . , fnf

′
1, . . . , fnf

′
m.

Êàê è ðàíåå, åñëè yi = y′j = A, òî çíà÷åíèå fif
′
j ñîïîñòàâëåíî äâóì

ïàðàëëåëüíûì ñòðåëêàì, ñîåäèíÿþùèì ïåðâûå êîìïîíåíòû ïðîèçâåäåíèé

x⊗ x′ è yi ⊗ y′j, è èõ âòîðûå êîìïîíåíòû.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòðîåíà äèàãðàììà ìîð�èçìà g ⊗ g′. Íà íåé

ñòðåëêàì, ñîåäèíÿþùèì ÿ÷åéêè yi ⊗ y′j ñ z ⊗ z′, ñîïîñòàâëåíû çíà÷åíèÿ

gig
′
j, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , m} (ðèñ. 9 ñïðàâà).

x⊗ x′

y1 ⊗ y′1
.

.

.

y1 ⊗ y′m
y2 ⊗ y′1

.

.

.

yn ⊗ y′m

f1f
′
1

f1f
′
m

f2f
′
1

fnf
′
m

z ⊗ z′

y1 ⊗ y′1
.

.

.

y1 ⊗ y′m
y2 ⊗ y′1

.

.

.

yn ⊗ y′m

g1g
′
1

g1g
′
m

g2g
′
1

gng
′
m

�èñ. 9: äèàãðàììà ìîð�èçìà f ⊗ f ′
(ñëåâà) è g ⊗ g′ (ñïðàâà)

Òîãäà íà äèàãðàììå ìîð�èçìà (f⊗f ′)◦(g⊗g′) ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâåäåíèþ x ⊗ x′, ñîåäèíåíû ñ ÿ÷åéêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâå-

äåíèþ z ⊗ z′, ñòðåëêàìè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå

n∑

i=1

m∑

j=1

fif
′
j · gig′j.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

n∑

i=1

figi ·
m∑

j=1

f ′
jg

′
j =

n∑

i=1

m∑

j=1

fif
′
j · gig′j .

Ëåììà 2. Ïóñòü X, Y � îáúåêòû êàòåãîðèè E. Òîãäà idX⊗Y = idX⊗idY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2.2.3 Àññîöèàòîðû

Çàäàäèì ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ αX,Y,Z ∈ Hom
(
(X⊗Y )⊗Z,X⊗(Y ⊗Z)

)
,

îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîé òðîéêè îáúåêòîâ X, Y, Z êàòåãîðèè E. Ñíà÷àëà

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè îáúåêòà X, Y, Z ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ñîâïàäàåò ñ 1, òî ïîëîæèì

αX,Y,Z = id(X⊗Y )⊗Z .

Åñëè X = Y = Z = A, òî îïðåäåëèì αA,A,A ∈ Hom
(
(A, 1,A), (A, 1,A)

)
ñ

ïîìîùüþ ìàòðèö

[αA,A,A]1 =
(
1
)
, [αA,A,A]A =

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
,

ãäå ε � ýòî ëþáîé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ε2 = ε+1, è x ∈ C � ïðîèçâîëüíûé

íåíóëåâîé �èêñèðîâàííûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.

Çàìå÷àíèå 3. Ìîð�èçì αA,A,A ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. Îáðàòíûé

ìîð�èçì α−1
A,A,A ∈ Hom(A ⊗ (A ⊗ A), (A ⊗ A) ⊗ A) çàäà¼òñÿ òåìè æå

ñàìûìè ìàòðèöàìè

[α−1
A,A,A]1 =

(
1
)
, [α−1

A,A,A]A =

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
=

(
1
ε2
+ 1

ε
0

0 1
ε2
+ 1

ε

)
=

(
1 0
0 1

)
.
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Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèå àññîöèàòîðîâ αX,Y,Z ∈ Hom
(
(X⊗Y )⊗Z,X⊗

(Y ⊗Z)
)
íà âñå îñòàëüíûå òðîéêè îáúåêòîâX, Y, Z êàòåãîðèè E ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , ym), Z = (z1, . . . , zl) � òðè

ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòà êàòåãîðèè E. Êàæäîå èç ïðîèçâåäåíèé (xi⊗yj)⊗zk
è xi ⊗ (yj ⊗ zk) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèìè ïðîñòûìè îáúåêòàìè ÿâëÿ-

þòñÿ xi, yj, zk ∈ I, ñîñòîèò èç îäíîé, äâóõ èëè òð¼õ êîìïîíåíò. Ïîëîæèì

çíà÷åíèå ìîð�èçìà αX,Y,Z íà êàæäîé ïàðå ýòèõ êîìïîíåíò (ïåðâûé ýëå-

ìåíò ïàðû � êîìïîíåíòà ïðîèçâåäåíèÿ (xi ⊗ yj)⊗ zk, à âòîðîé ýëåìåíò �

ïðîèçâåäåíèÿ xi ⊗ (yj ⊗ zk)) ðàâíûì çíà÷åíèþ ìîð�èçìà αxi,yj ,zk íà ýòîé

æå ïàðå. Çíà÷åíèå ìîð�èçìà αX,Y,Z íà âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàõ êîìïîíåíò

îáúåêòîâ (X ⊗ Y )⊗ Z è X ⊗ (Y ⊗ Z) ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ.

Ïðèìåð 3. Ìîð�èçì α(1,A),A,A ∈ Hom
(
(1,A,A, 1,A), (1,A,A, 1,A)

)

çàäà¼òñÿ ìàòðèöàìè

[α(1,A),A,A]1 =

(
1 0
0 1

)
, [α(1,A),A,A]A =



1 0 0
0 1

ε
x√
ε

0 1
x
√
ε

−1
ε


 .

Ìîð�èçì αA,(1,A),A ∈ Hom
(
(1,A,A, 1,A), (1,A,A, 1,A)

)
îïðåäåëÿåò-

ñÿ ìàòðèöàìè

[αA,(1,A),A]1 =

(
1 0
0 1

)
, [αA,(1,A),A]A =



1 0 0
0 1

ε
x√
ε

0 1
x
√
ε

−1
ε


 .

Ìîð�èçì αA,A,(1,A) ∈ Hom
(
(1,A,A, 1,A), (1,A,A, 1,A)

)
îïðåäåëÿåò-

ñÿ ìàòðèöàìè

[αA,A,(1,A)]1 =

(
1 0
0 1

)
, [αA,A,(1,A)]A =




0 1 0
1
ε

0 x√
ε

1
x
√
ε

0 −1
ε


 .

Îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî, êàê ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà [αA,A,(1,A)]A. Àññî-
öèàòîð αA,A,(1,A) � ýòî ìîð�èçì èç îáúåêòà (A ⊗ A) ⊗ (1,A) â îáúåêò

A ⊗ (A ⊗ (1,A)). Áóäåì ïîä÷¼ðêèâàòü êîìïîíåíòó ïðîèçâåäåíèÿ îäíîé

÷åðòîé, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà 1, è äâóìÿ ÷åðòàìè, åñëè

óìíîæåíèåì íà A:

(A⊗A)⊗ (1,A) = (1,A)⊗ (1,A) = (1,A,A, 1,A).

Âûïèøåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êîìïîíåíòû âòîðîãî îáúåêòà A⊗(A⊗
(1,A)):

A⊗ (A⊗ (1,A)) = A⊗ (A, 1,A) = (1,A,A, 1,A).
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Èòîãîâàÿ ìàòðèöà [αA,A,(1,A)]A ñîäåðæèò â ñåáå ýëåìåíòû, âçÿòûå èç

äâóõ ìàòðèö. Èç ìàòðèöû [αA,A,1]A, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, ýëåìåíò
1 ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ñèìâîëó A ïåðâîãî îáúåêòà è ïåðâîìó ñèìâîëó

A âòîðîãî îáúåêòà. Ñëåäîâàòåëüíî âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû [αA,A,(1,A)]A
ñîäåðæèò ýëåìåíò 1 íà ïåðâîì ìåñòå, à âñå îñòàëüíûå åãî ýëåìåíòû ðàâíû

íóëþ. Èç ìàòðèöû [αA,A,A]A áåðóòñÿ âñå ÷åòûðå ýëåìåíòà. Îíè ðàñïîëàãà-

þòñÿ â ïåðâîì è òðåòüåì ñòîëáöå (ïîòîìó ÷òî ïåðâûé è òðåòèé ñèìâîë A

â ïåðâîì îáúåêòå äâàæäû ïîä÷¼ðêíóò) è âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêå (ïî-

òîìó ÷òî âî âòîðîì îáúåêòå äâàæäû ïîä÷¼ðêíóò âòîðîé è òðåòèé ñèìâîë

A).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç îáúåêòîâ X, Y, Z

ðàâåí 1, òî αX,Y,Z = id(X⊗Y )⊗Z .

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ äèàãðàìì àññîöèàòîðîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñòðåë-

êè ðàçíûõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì çíà÷åíèÿì. Ñòðåëêó ñî çíà÷å-

íèåì

1
ε
áóäåì ðèñîâàòü ïóíêòèðíîé, ñî çíà÷åíèå

x√
ε
� òî÷å÷íîé, ñî çíà÷å-

íèåì

1
x
√
ε
� ïóíêòèðíîé ñåðîãî öâåòà, ñî çíà÷åíèåì −1

ε
� ñïëîøíîé ñåðîãî

öâåòà, è ñî çíà÷åíèåì 1 � ñïëîøíîé ÷¼ðíîãî öâåòà (ðèñ. 10).

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε −1

ε 1

�èñ. 10: Òèïû ñòðåëîê äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé

Íà ðèñóíêå 11 èçîáðàæåíû äèàãðàììû ìîð�èçìîâ αA,A,A, α(1,A),A,A,

αA,(1,A),A, αA,A,(1,A), à òàêæå ïðîèçâåäåíèé αA,A,A ⊗ idA è idA ⊗ αA,A,A.

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

�èñ. 11: Ñëåâà íàïðàâî: äèàãðàììû ìîð�èçìîâ αA,A,A (ïåðâàÿ), α(1,A),A,A

è αA,(1,A),A (âòîðàÿ), αA,A,(1,A) (òðåòüÿ), αA,A,A ⊗ idA è idA ⊗ αA,A,A (÷åò-

â¼ðòàÿ)

Ëåììà 3. Ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ αX,Y,Z ∈ Hom
(
(X ⊗ Y )⊗ Z,X ⊗

(Y ⊗Z)
)
, îïðåäåë¼ííûõ äëÿ âñåõ òðîåê îáúåêòîâ X, Y, Z êàòåãîðèè E, óäî-

âëåòâîðÿåò ïÿòè÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ

(αX,Y,Z ⊗ idW ) ◦ αX,Y⊗Z,W ◦ (idX ⊗ αY,Z,W ) = αX⊗Y,Z,W ◦ αX,Y,Z⊗W
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äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ X, Y, Z,W êàòåãîðèè E.

Çàìå÷àíèå 4. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìîð�èçìû â êîìïîçèöèè

çàïèñûâàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî.

Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî äèàãðàììà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóí-

êå 12, êîììóòàòèâíà.

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W )

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

αX,Y⊗Z,W

idX⊗αY,Z,WαX,Y,Z⊗idW

αX⊗Y,Z,W αX,Y,Z⊗W

�èñ. 12: Äèàãðàììà ïÿòè÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àññîöèàòîðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïðîñòûõ îáúåêòîâ X ,

Y , Z,W ∈ I. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðàâåí 1, òî óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ

òðèâèàëüíûì. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = Y = Z =W = A.

Äèàãðàììà ìîð�èçìà αA,A⊗A,A èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 11 (âòîðàÿ äèà-

ãðàììà ñëåâà). Äèàãðàììû ìîð�èçìîâ αA,A,A ⊗ idA è idA ⊗ αA,A,A èçîá-

ðàæåíû íà òîì æå ðèñóíêå 11 (ñàìàÿ ïðàâàÿ äèàãðàììà).

Îáîçíà÷èì ìîð�èçì â ëåâîé ÷àñòè èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû ÷åðåç L ∈
Hom

(
((A ⊗ A) ⊗ A) ⊗ A,A ⊗ (A ⊗ (A ⊗ A))

)
. Ýòîò ìîð�èçì çàäà¼òñÿ

ìàòðèöàìè

[L]1 = [idA ⊗ αA,A,A]1 · [αA,(1,A),A]1 · [αA,A,A ⊗ idA]1

=

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
1 0
0 1

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
=

(
1
ε2
+ 1

ε
0

0 1
ε2
+ 1

ε

)
=

(
1 0
0 1

)
,

[L]A = [idA ⊗ αA,A,A]A · [αA,(1,A),A]A · [αA,A,A ⊗ idA]A

=




1
ε

0 x√
ε

0 1 0
1

x
√
ε

0 −1
ε


 ·



1 0 0
0 1

ε
x
ε

0 1
x
√
ε

− 1√
ε


 ·




1
ε

0 x√
ε

0 1 0
1

x
√
ε

0 −1
ε




=




0 1
ε

x
ε
√
ε

(
1 + 1

ε

)
1
ε

1
ε

− x
ε
√
ε

1
xε

√
ε

(
1 + 1

ε

)
− 1

xε
√
ε

1
ε
− 1

ε3


 =




0 1
ε

x√
ε

1
ε

1
ε

− x
ε
√
ε

1
x
√
ε

− 1
xε

√
ε

1
ε2


 .

Ïðè âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëñÿ òîò �àêò, ÷òî 1 + 1
ε
= ε è 1

ε
− 1

ε3
= 1

ε2
.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ìîð�èçì â ïðàâîé ÷àñòè èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû ÷å-

ðåç R ∈ Hom
(
((A⊗A)⊗A)⊗A,A⊗(A⊗(A⊗A))

)
. Ìàòðèöû ìîð�èçìîâ
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α(1,A),A,A è αA,A,(1,A) âû÷èñëåíû â ïðèìåðå 3. Òîãäà ìîð�èçì R çàäà¼òñÿ

ìàòðèöàìè

[R]1 = [αA,A,(1,A)]1 · [α(1,A),A,A]1 =

(
1 0
0 1

)
·
(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
,

[R]A = [αA,A,(1,A)]A · [α(1,A),A,A]A =




0 1 0
1
ε

0 x√
ε

1
x
√
ε

0 −1
ε


 ·



1 0 0
0 1

ε
x√
ε

0 1
x
√
ε

−1
ε




=




0 1
ε

x√
ε

1
ε

1
ε

− x
ε
√
ε

1
x
√
ε

− 1
xε

√
ε

1
ε2


 .

Ïîëó÷àåì, ÷òî [L]1 = [R]1 è [L]A = [R]A.
Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íå âñå îáúåêòû X, Y, Z

è W ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ñëåäóåò èç òîãî, êàê ïðîäîëæàþòñÿ ìîð�èçìû

àññîöèàòîðîâ íà íå ïðîñòûå îáúåêòû.

Çàìå÷àíèå 5. Àññîöèàòîðû â êàòåãîðèè E áûëè çàäàíû ÿâíûì óêàçà-

íèåì ìàòðèö [αA,A,A]1 è [αAA,A]A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèå àññîöèàòîðû
óäîâëåòâîðÿþò ïÿòè÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ, îäíàêî âîçíèêàåò åñòåñòâåí-

íûé âîïðîñ: êàê ýòè ìàòðèöû áûëè ïîëó÷åíû.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì âñå àññîöèàòîðû αX,Y,Z òîæäåñòâåííûìè, åñ-

ëè õîòÿ áû îäèí èç îáúåêòîâ X, Y, Z ðàâåí 1. Ïóñòü ìàòðèöû, çàäàþùèå

àññîöèàòîð αA,A,A, ñîäåðæàò íåîïðåäåë¼ííûå ïàðàìåòðû

[αA,A,A]1 =
(
t
)
, [αA,A,A]A =

(
a b

c d

)
,

ãäå t, a, b, c, d ∈ C. Ïÿòè÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå çàäà¼ò óñëîâèÿ, êîòîðûì

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè íåîïðåäåë¼ííûå ïàðàìåòðû. Íåïîñðåäñòâåííî

âû÷èñëÿåòñÿ, ÷òî

[αA,A,A ⊗ idA]1 = [idA ⊗ αA,A,A]1 =

(
a b

c d

)
,

[αA,A⊗A,A]1 = [αA⊗A,A,A]1 = [αA,A,A⊗A]1 =

(
1 0
0 t

)
.

[αA,A,A ⊗ idA]A = [idA ⊗ αA,A,A]A =



a 0 b

0 1 0
c 0 d



,

[αA,A⊗A,A]A = [αA⊗A,A,A]A =



1 0 0
0 a b

0 c d



,
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[αA,A,A⊗A]A =



0 1 0
a 0 b

c 0 d


 .

Èç ïÿòè÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò äâà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿ:

(
a b

c d

)
·
(
1 0
0 t

)
·
(
a b

c d

)
=

(
1 0
0 t

)
·
(
1 0
0 t

)
,



a 0 b

0 1 0
c 0 d


 ·



1 0 0
0 a b

0 c d


 ·



a 0 b

0 1 0
c 0 d


 =



a 0 b

0 1 0
c 0 d


 ·



1 0 0
0 a b

0 c d


 .

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå èç äâåíàäöàòè óðàâíåíèé:

a2 + b · c · t = 1, a2 + b · c · d = 0, b · d · t = b · d,
a · b+ b · d · t = 0, b · c · t = a, a · c+ c · d2 = c,

a · c+ c · d · t = 0, a · b+ b · d2 = b, c · d · t = c · d,
b · c + d2 · t = t2, a · t2 = b · c, b · c+ d3 = d2.

Ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ïà-

ðàìåòðèçóåìûõ îäíèì êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì x 6= 0:

t = 1, a =
1

ε
, b =

x√
ε
, c =

1

x
√
ε
, d = −1

ε
,

ãäå ε2 = ε+ 1.

Ëåììà 4. Ïóñòü f ∈ Hom(X1, Y1), g ∈ Hom(X2, Y2) è h ∈ Hom(X3, Y3)
� òðè ìîð�èçìà â êàòåãîðèè E. Òîãäà

(f ⊗ g)⊗ h ◦ αY1,Y2,Y3
= αX1,X2,X3

◦ f ⊗ (g ⊗ h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X1 = Y1 = X2 = Y2 = X3 = Y3 = A. Â ýòîì

ñëó÷àå êàæäûé ìîð�èçì f, g, h ∈ Hom(A,A) çàäà¼òñÿ îäíèì ÷èñëîì, êî-

òîðîå îáîçíà÷èì f̂ , ĝ, ĥ ∈ C ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîãî ìîð�èçìà γ è ÷èñëà c ∈ C îáîçíà÷èì c · γ ìîð�èçì,

äåéñòâóþùèé òàê æå, êàê γ, íî ó êîòîðîãî âñå çíà÷åíèÿ óìíîæåíû íà c.

Òîãäà

(f ⊗ g)⊗ h ◦ αA,A,A = (f̂ · ĝ · ĥ) · id(A,1,A) ◦ αA,A,A =

(f̂ · ĝ · ĥ) · αA,A,A = (f̂ · ĝ · ĥ) · αA,A,A ◦ id(A,1,A) =

= αA,A,A ◦ (f̂ · ĝ · ĥ) · id(A,1,A) = αA,A,A ◦ f ⊗ (g ⊗ h).
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2.2.4 Åäèíè÷íûé îáúåêò

Ïîëîæèì 1 = 1.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè E: X ⊗ 1 = 1⊗X = X .

Äëÿ ëþáîãî ìîð�èçìà f ∈ Hom(X, Y ): f ⊗ id
1

= id
1

⊗ f = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû î÷åâèäíû.

2.2.5 Ëåâûå è ïðàâûå åäèíè÷íûå èçîìîð�èçìû

Ïîëîæèì èçîìîð�èçìû lX ∈ Hom(1⊗X,X) è rX ∈ Hom(X ⊗ 1, X) òîæ-
äåñòâåííûìè äëÿ âñåõ îáúåêòîâ X êàòåãîðèè E, ò.å.

lX = idX , rX = idX .

Ëåììà 6. Ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ

lX ∈ Hom(1⊗X,X) è rX ∈ Hom(X ⊗ 1, X)

óäîâëåòâîðÿþò òðåóãîëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

(rX ⊗ idY ) ◦ (idX ⊗ lY ) = αX,1,Y

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ X, Y êàòåãîðèè E.

Äëÿ ëþáîãî ìîð�èçìà f ∈ Hom(X, Y ):

(id
1

⊗ f) ◦ lY = lX ◦ f è (f ⊗ id
1

) ◦ rY = rX ◦ f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû î÷åâèäíû, òàê êàê αX,1,Y =

idX⊗Y è lX = rX = idX .

Òåîðåìà 2. Êàòåãîðèÿ E ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäàëüíîé, åñëè îíà óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (ñì. [20, Ïàðàãðà�û 2.1 è 2.2℄):

1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì E×E → E. Ýòî ñëåäóåò

èç ëåìì 1 è 2;

2. Àññîöèàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ïÿòè÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ. Ýòî ñëå-

äóåò èç ëåììû 3;

3. Ëåâûå è ïðàâûå åäèíè÷íûå èçîìîð�èçìû óäîâëåòâîðÿþò òðåóãîëü-

íîìó ñîîòíîøåíèþ. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 6 (ïåðâîå óòâåðæäåíèå);

4. Àññîöèàòîðû åñòåñòâåííû â êàòåãîðèè E. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 4;

5. Ëåâûå è ïðàâûå åäèíè÷íûå èçîìîð�èçìû åñòåñòâåííû â êàòåãîðèè

E. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 6 (âòîðîå óòâåðæäåíèå).
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2.3 Ñïëåòåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ÿâíî ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ cX,Y ∈ Hom(X ⊗
Y, Y ⊗ X), îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ X, Y êàòåãîðèè E.

Ýòî ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ íàçûâàåòñÿ ñïëåòåíèåì íà êàòåãîðèè E.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àññîöèàòîðû áûëè çàäàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîíñòàíòû ε, ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ε2 = ε+1. Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ

äâà êîðíÿ: îäèí èç íèõ îòðèöàòåëüíûé, à äðóãîé � ïîëîæèòåëüíûé. Ïóñòü

ξ = e
πi
5
� ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè 10. Åñëè êîíñòàíòà ε ïîëî-

æèòåëüíà, òî òîãäà ε = ξ + ξ−1
, à åñëè îíà îòðèöàòåëüíà, òî ε = ξ3 + ξ−3

.

�àññìîòðèì äâå êîíñòàíòû β+
ε è β−

ε , îïðåäåë¼ííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ε:

β+
ε =

{
ξ3, åñëè ε = ξ + ξ−1

ξ, åñëè ε = ξ3 + ξ−3
è β−

ε =

{
ξ−3, åñëè ε = ξ + ξ−1

ξ−1, åñëè ε = ξ3 + ξ−3
.

×åðåç βε áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáóþ èç êîíñòàíò β+
ε èëè β−

ε .

Çàìå÷àíèå 6. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

β2
ε · ε+ βε + ε = 0.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

β2
ε = −1− βε

ε
, β3

ε =
1− βε

ε
, β4

ε = βε + ε− 1, β5
ε = −1.

Ïóñòü X, Y ∈ I � äâà ïðîñòûõ îáúåêòà êàòåãîðèè E. Åñëè õîòÿ áû îäèí

èç íèõ ñîâïàäàåò ñ îáúåêòîì 1, òî ïîëîæèì cX,Y = idX⊗Y . Åñëè X = Y =
A, òî X ⊗ Y = Y ⊗X = (1,A). Â ýòîì ñëó÷àå çàäàäèì èçîìîð�èçì cA,A

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äâóõ ìàòðèö:

[cA,A]1 =
(
β2
ε

)
, [cA,A]A =

(
βε
)
.

Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèå èçîìîð�èçìîâ cX,Y äëÿ ïðîñòûõ îáúåêòîâ íà

âñå îñòàëüíûå îáúåêòû êàòåãîðèè E òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè

îïðåäåëåíèè àññîöèàòîðîâ. Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , ym) � äâà

îáúåêòà êàòåãîðèè E. Òîãäà çíà÷åíèå ìîð�èçìà cX,Y íà ïàðå (xi ⊗ yj, yp ⊗
xq), i, q ∈ {1, . . . , n}, j, p ∈ {1, . . . , m}, îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè i 6= q èëè

j 6= p, òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå îíî ðàâíî

çíà÷åíèþ ìîð�èçìà cxi,yj íà êîìïîíåíòàõ ïðîèçâåäåíèé xi ⊗ yj è yj ⊗ xi.

Ïðèìåð 4. Ìîð�èçìû cA,A⊗idA, idA⊗cA,A ∈ Hom
(
(A, 1,A), (A, 1,A)

)

çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè

[cA,A ⊗ idA]1 = [idA ⊗ cA,A]1 =
(
βε
)
,
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[cA,A ⊗ idA]A = [idA ⊗ cA,A]A =

(
β2
ε 0
0 βε

)
.

Ìîð�èçìû c(1,A),A, cA,(1,A) ∈ Hom
(
(A, 1,A), (A, 1,A)

)
òîæå çàäàþòñÿ

îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè

[c(1,A),A]1 = [cA,(1,A)]1 =
(
β2
ε

)
, [c(1,A),A]A = [cA,(1,A)]A =

(
1 0
0 βε

)
.

Äèàãðàììû èçîìîð�èçìîâ cA,A, cA,A⊗ idA, idA⊗ cA,A, c(1,A),A è cA,(1,A)

èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 13.

cA,A = 1

A

1

A

β2
ε

βε

cA,A ⊗ idA =
A

1

A

A

1

A

β2
ε

βε

βε

c(1,A),A =
A

1

A

A

1

A

1
β2
ε

βε

�èñ. 13: Äèàãðàììû èçîìîð�èçìîâ cA,A (ñëåâà), cA,A ⊗ idA, idA ⊗ cA,A (â

öåíòðå) è c(1,A),A, cA,(1,A) (ñïðàâà)

Ëåììà 7. Ïóñòü X1, X2, Y1, Y2 � îáúåêòû êàòåãîðèè E, è ïóñòü f ∈
Hom(X1, Y1), g ∈ Hom(X2, Y2) � äâà ìîð�èçìà. Òîãäà

(f ⊗ g) ◦ cY1,Y2
= cX1,X2

◦ (g ⊗ f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ

ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç îáúåêòîâ X1, X2, Y1, Y2 ñîâïàäàåò

ñ 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X1 = X2 = Y1 =
Y2 = A. Ïóñòü f̂ ∈ C � ÷èñëî, çàäàþùåå ìîð�èçì f , è ïóñòü ĝ ∈ C � ÷èñ-

ëî, çàäàþùåå ìîð�èçì g. Äèàãðàììà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîé

÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ëåììû, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 14.




A A

f̂

⊗
A A

ĝ




◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

= 1

A

1

A

f̂ ĝ

f̂ ĝ

◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

= 1

A

1

A

f̂ ĝ · β2
ε

f̂ ĝ · βε

�èñ. 14: Äèàãðàììà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøå-

íèÿ èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7
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1

A

1

A

β2
ε

βε

◦




A A

f̂

⊗
A A

ĝ




= 1

A

1

A

β2
ε

βε

◦ 1

A

1

A

f̂ ĝ

f̂ ĝ

= 1

A

1

A

β2
ε · f̂ ĝ

βε · f̂ ĝ

�èñ. 15: Äèàãðàììà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøå-

íèÿ èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7

Äèàãðàììà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ

ëåììû, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 15. Îáà ìîð�èçìà ñîâïàäàþò.

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáûõ òð¼õ îáúåêòîâ X, Y, Z êàòåãîðèè E:

αX,Y,Z ◦ cX,Y⊗Z ◦ αY,Z,X = (cX,Y ⊗ idZ) ◦ αY,X,Z ◦ (idY ⊗ cX,Z),

α−1
X,Y,Z ◦ cX⊗Y,Z ◦ α−1

Z,X,Y = (idX ⊗ cY,Z) ◦ α−1
X,Z,Y ◦ (cX,Z ⊗ idY ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû, âòîðîå äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùèõ ëåìì, äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëèøü äëÿ ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Åñëè õîòÿ

áû îäèí èç îáúåêòîâ X, Y, Z ñîâïàäàåò ñ 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �àñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = Y = Z = A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L,R ∈ Hom((A⊗A)⊗A, (A⊗A)⊗A) ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòü òðåáóåìîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

[L]1 = [αA,A,A]1 · [cA,(1,A)]1 · [αA,A,A]1 =
(
1
)
·
(
β2
ε

)
·
(
1
)
=
(
β2
ε

)
,

[L]A = [αA,A,A]A · [cA,(1,A)]A · [αA,A,A]A =

=

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
1 0
0 βε

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
=

(
βε

ε
+ 1− 1

ε
x

ε
√
ε
(1− βε)

1
xε

√
ε
(1− βε)

1
ε
+ βε

ε2

)
.

[R]1 = [idA ⊗ cA,A]1 · [αA,A,A]1 · [cA,A ⊗ idA]1 =
(
βε
)
·
(
1
)
·
(
βε
)
=
(
β2
ε

)
,

[R]A = [idA ⊗ cA,A]A · [αA,A,A]A · [cA,A ⊗ idA]A

=

(
β2
ε 0
0 βε

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
β2
ε 0
0 βε

)

=

(
β4
ε

ε

xβ3
ε√
ε

β3
ε

x
√
ε

−β2
ε

ε

)
=

(
βε

ε
+ 1− 1

ε

x(1−βε)
ε
√
ε

1−βε

xε
√
ε

1
ε
+ βε

ε2

)
.
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Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàëîñü çàìå÷àíèå 6.

Ò.î. [L]1 = [R]1 è [L]A = [R]A, ñëåäîâàòåëüíî L = R.

Çàìå÷àíèå 7. Êàê è â çàìå÷àíèè 5, îïèøåì ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé

íàéòè èçîìîð�èçì cA,A. Âñå îñòàëüíûå èçîìîð�èçìû cX,Y ÿâëÿþòñÿ åãî

ñëåäñòâèåì.

Ïóñòü ìîð�èçì cA,A çàäà¼òñÿ ìàòðèöàìè ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåò-

ðàìè

[cA,A]1 =
(
p
)
, [cA,A]A =

(
q
)
.

Òîãäà

[cA,(1,A)]1 = [c(1,A),A]1 =
(
p
)
, [cA,(1,A)]A = [c(1,A),A]A =

(
1 0
0 q

)
,

[cA,A⊗ idA]1 = [idA⊗ cA,A]1 =
(
q
)
, [cA,A⊗ idA]A = [idA⊗ cA,A]A =

(
p 0
0 q

)
.

Îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 8 ñâîäÿòñÿ ê äâóì ìàòðè÷íûì óðàâíåíèÿì

(
1
)
·
(
p
)
·
(
1
)
=
(
q
)
·
(
1
)
·
(
q
)
,

(
1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
1 0
0 q

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
=

(
p 0
0 q

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
p 0
0 q

)
.

Ýòè ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå èç ÷åòû-

ð¼õ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè p è q:





p = q2

1
ε2

+ q

ε
= p2

ε
1
ε
− q

ε
= pq

1
ε
+ q

ε2
= − q2

ε

.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ âû-

áîðîì êîíñòàíòû βε ∈ {β+
ε , β

−
ε }: p = β2

ε è q = βε.

Òåîðåìà 3. Ñåìåéñòâî èçîìîð�èçìîâ cX,Y ∈ Hom(X ⊗ Y, Y ⊗ X),
îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ X, Y êàòåãîðèè E, äåéñòâèòåëü-

íî ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåíèåì íà êàòåãîðèè E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäûé èç èçîìîð�èç-

ìîâ cX,Y åñòåñòâåíåí è èõ ñîâîêóïíîñòü óäîâëåòâîðÿåò øåñòè÷ëåííûì ñî-

îòíîøåíèÿì (ñì. [20, Ïàðàãðà� 8.1℄). Åñòåñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 7.

Øåñòè÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ äîêàçàíû â ëåììå 8.
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2.4 Ñêðó÷èâàíèå è äâîéñòâåííîñòü

Ñêðó÷èâàíèåì íà êàòåãîðèè E íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü èçîìîð�èçìîâ

θX ∈ Hom(X,X), îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè E.

Äâîéñòâåííîñòü íà êàòåãîðèè � ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìó îáúåêòó X

ñîïîñòàâëÿåò äâîéñòâåííûé îáúåêò X∗
, à òàêæå äâà ñåìåéñòâà ìîð�èçìîâ

bX ∈ Hom(1, X⊗X∗) è dX ∈ Hom(X∗⊗X,1), îïðåäåë¼ííûõ äëÿ êàæäîãî
îáúåêòà X êàòåãîðèè E.

2.4.1 Ñêðó÷èâàíèå

Îïðåäåëèì èçîìîð�èçì θX ∈ Hom(X,X) äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X êàòå-

ãîðèè E ñëåäóþùèì îáðàçîì: θ1 = id1, θA çàäà¼òñÿ ÷èñëîì

1
β2
ε
, à íà âñå

îñòàëüíûå îáúåêòû êàòåãîðèè E ñêðó÷èâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ìîð�èçìîâ àññîöèàòîðîâ è ñïëåòåíèÿ. Åñëè

X = (x1, . . . , xn) � îáúåêò êàòåãîðèè E, òî ìîð�èçì θX ∈ Hom(X,X)
îïðåäåëÿåòñÿ òàê: íà ïàðå êîìïîíåíò (xi, xi), i ∈ {1, . . . , n}, îí ðàâåí 1

(åñëè xi = 1) èëè
1
β2
ε
(åñëè xi = A), à íà âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàõ îí ðàâåí

íóëþ.

Çàìå÷àíèå 8. Äèàãðàììà ëþáîãî èçîìîð�èçìà θX ∈ Hom(X,X)
óñòðîåíà ïðîñòî. Åñëè X = (x1, . . . , xn), xi ∈ I, òî äèàãðàììà ñîñòîèò

èç n ïàðàëëåëüíûõ ñòðåëîê. Åñëè ñòðåëêà ñîåäèíÿåò ñèìâîëû 1, òî åé

ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå 1, à åñëè îíà ñîåäèíÿåò ñèìâîëû A, òî çíà÷åíèå
1
β2
ε
.

Ëåììà 9. Ïóñòü f ∈ Hom(X, Y ) � ìîð�èçì êàòåãîðèè E. Òîãäà

f ◦ θY = θX ◦ f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îïðåäåëå-

íèÿ èçîìîð�èçìîâ θX .

Ëåììà 10. Ïóñòü X, Y � äâà îáúåêòà êàòåãîðèè E. Òîãäà

θX⊗Y = (θX ⊗ θY ) ◦ cX,Y ◦ cY,X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ

ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç îáúåêòîâ X, Y ñîâïàäàåò ñ 1, òî

óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = Y = A. Äèàãðàì-

ìà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ, èçîáðàæåíà

íà ðèñóíêå 16 ñâåðõó, à äèàãðàììà ìîð�èçìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâîé

÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ � íà òîì æå ðèñóíêå 16 ñíèçó. Îáå äèàãðàììû ñîâïà-

äàþò.
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θA⊗A =
1

A

1

A

1

1
β2
ε

(θA ⊗ θA) ◦ cA,A ◦ cA,A = 1

A

1

A

1
β4
ε

1
β4
ε

◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

= 1

A

1

A

1

1
β2
ε

�èñ. 16: Äèàãðàììû ìîð�èçìîâ θA,⊗A (ñâåðõó) è (θA ⊗ θA) ◦ cA,A ◦ cA,A

(ñíèçó)

1

A

1

A

1

s

= 1

A

1

A

s2

s2
◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

◦ 1

A

1

A

β2
ε

βε

=
1

A

1

A

s2 · β4
ε

s2 · β2
ε

�èñ. 17: Óñëîâèå θA⊗A = (θA ⊗ θA) ◦ cA,A ◦ cA,A

Çàìå÷àíèå 9. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå, çàäàþùåå èçîìîð�èçì θA, ÷åðåç

s ∈ C. Òîãäà äèàãðàììà ìîð�èçìà, ó÷àñòâóþùåãî â óòâåðæäåíèè ëåììû

10 äëÿ ñëó÷àÿ X = A, èìååò âèä, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 17.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

{
s2 · β4

ε = 1

s2 · β2
ε = s

,

êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå s = 1
β2
ε
.

Îáîçíà÷èì d(v1, . . . , vn) äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n×n, ñ äèàãî-

íàëüíûìè ýëåìåíòàìè v1, . . . , vn, à òàêæå îáîçíà÷èì En = d(1, . . . , 1).

Ëåììà 11. Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), xi ∈ I, � îáúåêò êàòåãîðèè E,

|X|1 = n1, |X|A = nA. Òîãäà:

1. [θX ⊗ idX ]1 = [idX ⊗ θX ]1;

2. [(θX ⊗ idX) ◦ cX,X ]1 = En2
1
+n2

A
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî [θX ]1 = En1
è [θX ]A =

1
β2
ε
·EnA

. ßñíî, ÷òî [idX ]1 = En1
è [idX ]A = EnA

. Òîãäà

[θX ⊗ idX ]1 = d(δ1, δ2, . . . , δn2
1
+n2

A
),

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 39-93

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 39-93



64 Èíâàðèàíòû óçëîâ è òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé

ãäå çíà÷åíèå δi ðàâíî 1 â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà îáú-
åêòà X ⊗X ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ 1⊗ 1, è îíî ðàâíî

1
β2
ε
, â

ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðîèç-

âåäåíèÿ A⊗A (ýòî ïðîèçâåäåíèå äà¼ò äâå êîìïîíåíòû: 1 è A). Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì

[idX ⊗ θX ]1 = d(δ1, δ2, . . . , δn2
1
+n2

A
).

Ò.î. ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

[cX,X ]1 = d(σ1, σ2, . . . , σn2
1
+n2

A
),

ãäå σi = 1 â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâåäåíèÿ

X⊗X ïîëó÷åíà ïðîèçâåäåíèåì 1⊗1, è σi = β2
ε â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ êîìïîíåíòà ïîëó÷åíà ïðîèçâåäåíèåì A⊗A. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå

ìàòðèö [cX,X ]1 · [θX ⊗ idX ]1 ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé En2
1
+n2

A
.

2.4.2 Äâîéñòâåííîñòü

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå äâîéñòâåííîñòè â êàòåãîðèè E òðèâèàëüíûì îá-

ðàçîì: ïîëîæèì êàæäûé îáúåêò ñàìîäâîéñòâåííûì, òî åñòü X∗ = X äëÿ

êàæäîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè E.

Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), xi ∈ I, � îáúåêò êàòåãîðèè E, |X|1 = n1, |X|A =
nA. Îïðåäåëèì ìîð�èçìû bX ∈ Hom(1, X ⊗ X) è dX ∈ Hom(X ⊗ X, 1)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ xi ⊗ xi ðàâåí

ëèáî 1 (åñëè xi = 1), ëèáî (1,A) (åñëè xi = A). Îáîçíà÷èì (xi ⊗ xi)1
ïåðâóþ êîìïîíåíòó (âñåãäà ðàâíóþ 1) â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ìîð�èçìû bX è dX ïîëíîñòüþ çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè

[bX ]1 =




δ1
δ2
.

.

.

δn2
1
+n2

A


 , [dX ]1 =

(
σ1 σ2 . . . σn2

1
+n2

A

)
.

Ïîëîæèì δs = σs = 0 â ñëó÷àå, åñëè s-àÿ êîìïîíåíòà 1 â ïðîèçâåäåíèè

X ⊗ X ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ xi ⊗ xj , i 6= j, è ïîëîæèì

δs = ϕi, σs = ψi â ñëó÷àå, åñëè s-àÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé

(xi ⊗ xi)1. Äàëåå, ïîëîæèì ϕi = y, ψi = 1
y
åñëè xi = 1, è ϕi = y

√
ε,

ψi =
√
ε

y
åñëè xi = A, i ∈ {1, . . . , n}. Çäåñü y ∈ C � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé

êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.

Ïðèìåð 5. ßñíî, ÷òî b1 = d1 = id1.
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Äèàãðàììû ìîð�èçìîâ bA è dA èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 18. Â ýòîì ñëó-

÷àå A⊗A = (1,A), è ïåðâîå ñëàãàåìîå 1 åñòü â òî÷íîñòè (A⊗A)1. Çíà÷èò
çíà÷åíèå, ñîïîñòàâëåííîå åäèíñòâåííîé ñòðåëêå íà äèàãðàììå ìîð�èçìîâ

bA è dA, ðàâíî y
√
ε è

√
ε

y
ñîîòâåòñòâåííî.

bA = 1 1

A

y
√
ε

, dA = 11

A

√
ε

y

, b(1,A) =

1 1

A

A

1

A

y

y
√
ε , d(1,A) =

11

A

A

1

A

1
y

√
ε

y

�èñ. 18: Ìîð�èçìû bA, dA, b(1,A) è d(1,A)

Äèàãðàììû ìîð�èçìîâ b(1,A) è d(1,A) èçîáðàæåíû íà òîì æå ðèñóíêå

18. Â ýòîì ñëó÷àå (1,A)⊗ (1,A) = (1,A,A, 1,A). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâûé
ñèìâîë 1 åñòü (1⊗1)1, à âòîðîé ñèìîâ 1 åñòü (A⊗A)1. Çíà÷èò íà äèàãðàììå
ìîð�èçìà b(1,A) çíà÷åíèå y ñîïîñòàâëåíî ïåðâîé ñòðåëêå, è çíà÷åíèå y

√
ε

� âòîðîé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà äèàãðàììå ìîð�èçìà d(1,A) çíà÷åíèå

1
y
ñîïîñòàâëåíî ïåðâîé ñòðåëêå, è çíà÷åíèå

√
ε

y
� âòîðîé.

Ëåììà 12. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè E:

1. (bX ⊗ idX) ◦ αX,X,X ◦ (idX ⊗ dX) = idX ;

2. (idX ⊗ bX) ◦ α−1
X,X,X ◦ (dX ⊗ idX) = idX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (x1, . . . , xn), xi ∈ I. Äîêàæåì ïåðâîå

óòâåðæäåíèå ëåììû èñïîëüçóÿ äèàãðàììíûé ÿçûê çàäàíèÿ ìîð�èçìîâ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìîð�èçìà bX ∈ Hom(1, X ⊗X) ñëåäóåò, ÷òî äèàãðàì-
ìà ýòîãî ìîð�èçìà ñîäåðæèò ðîâíî n íåíóëåâûõ ñòðåëîê. Ýòè ñòðåëêè ñî-

åäèíÿþò ÿ÷åéêè ñ ñèìâîëîì 1 ñ ÿ÷åéêàìè (x1 ⊗ x1)1, . . . , (xn ⊗ xn)1. Ïóñòü
ϕi ∈ {y, y√ε} � çíà÷åíèå, ñîïîñòàâëåííîå i-îé ñòðåëêå (ðèñ. 19 ñëåâà).

Òîãäà äèàãðàììà ìîð�èçìà bX ⊗ idX ∈ Hom(X, (X ⊗ X) ⊗ X) ñîäåðæèò
ðîâíî n2

ñòðåëîê. Ýòè ñòðåëêè ñîåäèíÿþò êàæäóþ ÿ÷åéêó xi ñ ÿ÷åéêàìè

(x1⊗x1)1⊗xi, . . . , (xn⊗xn)1⊗xi. Çíà÷åíèÿ, ñîïîñòàâëåííûå ýòèì ñòðåëêàì,

ðàâíû ϕ1, . . . , ϕn ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 19 ñïðàâà).

Äèàãðàììà ìîð�èçìà dX ñîäåðæèò ðîâíî n íåíóëåâûõ ñòðåëîê. Â ýòîé

äèàãðàììå i-àÿ ñòðåëêà ñîåäèíÿåò ÿ÷åéêó (xi⊗xi)1 ñ ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé
ñèìâîë 1, à ñîïîñòàâëåííîå åé çíà÷åíèå ðàâíî ψi ∈ { 1

y
,
√
ε

y
} (ðèñ. 20 ñëåâà).

Òîãäà äèàãðàììà ìîð�èçìà idX ⊗ dX ∈ Hom(X ⊗ (X ⊗ X), X) ñîäåðæèò
ðîâíî n2

ñòðåëîê. Ñòðåëêà, êîòîðîé ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå ψj , ñîåäèíÿåò
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1
.

.

.

(xi ⊗ xi)1

.

.

.

ϕi

.

.

.

xi

.

.

.

.

.

.

(x1 ⊗ x1)1 ⊗ xi

.

.

.

(xn ⊗ xn)1 ⊗ xi

.

.

.

ϕ1

ϕn

�èñ. 19: Äèàãðàììû ìîð�èçìà bX (ñëåâà) è bX ⊗ idX (ñïðàâà)

.

.

.

(xi ⊗ xi)1

.

.

.

1

ψi

.

.

.

xi ⊗ (x1 ⊗ x1)1

.

.

.

xi ⊗ (xn ⊗ xn)1

.

.

.

.

.

.

xi

.

.

.

ψ1

ψn

�èñ. 20: Äèàãðàììû ìîð�èçìà dX (ñëåâà) è idX ⊗ dX (ñïðàâà)

ÿ÷åéêó xi ⊗ (xj ⊗ xj)1, j ∈ {1, . . . , n}, ñ ÿ÷åéêîé xi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}
(ðèñ. 20 ñïðàâà).

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììà àññîöèàòîðà αX,X,X ñîäåðæèò íåíóëå-

âóþ ñòðåëêó, ñîåäèíÿþùóþ (xj ⊗xj)1⊗xi è xp ⊗ (xq ⊗xq)1, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà i = j = p = q. Åñëè xi = xj = xp = xq = 1, òî çíà÷åíèå,

ñîïîñòàâëåííîå ýòîé ñòðåëêå, ðàâíî 1, à åñëè xi = xj = xp = xq = A,

òî çíà÷åíèå, ñîïîñòàâëåííîå ýòîé ñòðåëêå, ðàâíî

1
ε
. Ïîýòîìó â äèàãðàììå

êîìïîçèöèè (bX⊗idX)◦αX,X,X ◦(idX⊗dX) ëåâàÿ ÿ÷åéêà xi ñîåäèíåíà ñòðåë-
êîé òîëüêî ñ ïðàâîé ÿ÷åéêîé xi, à çíà÷åíèå, ñîïîñòàâëåííîå ýòîé ñòðåëêå,

ðàâíî 1. Ýòîò ìîð�èçì ñîâïàäåò ñ idX .

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 13. Ïóñòü X � îáúåêò êàòåãîðèè E. Òîãäà

1. bX ◦ (θX ⊗ idX) ◦ cX,X = bX ;

2. (θX ⊗ idX) ◦ cX,X ◦ dX = dX ;

3. bX ◦ (θX ⊗ idX) = bX ◦ (idX ⊗ θX).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîð�èçì bX ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé [bX ]1,
òàê êàê ìàòðèöà [bX ]A ñîäåðæèò íóëåâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

êîìïîçèöèÿ bX ◦f ñ ëþáûì ïîäõîäÿùèì ìîð�èçìîì f îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-

êî ìàòðèöàìè [bX ]1 è [f ]1. Òîãäà ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò

èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 11. Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç

ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 11.

Òåîðåìà 4. Êàòåãîðèÿ E ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (ñì. [20, Ïàðàãðà� 2.10℄), ÷òî

ìîð�èçìû bX , dX äåéñòâèòåëüíî çàäàþò äâîéñòâåííîñòü íà êàòåãîðèè E ñ

ñàìîäâîéñòâåííûìè îáúåêòàìè. Èõ ñîãëàñîâàííîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 12

è ëåììû 13 (òðåòüå óòâåðæäåíèå).

Ïîìèìî ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü (ñì. [20, Ïàðàãðà� 8.11℄), ÷òî èçîìîð-

�èçìû θX åñòåñòâåííû â êàòåãîðèè E (ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 9), à òàêæå,

÷òî ñïëåòåíèå ñîãëàñîâàíî ñî ñêðó÷èâàíèåì (ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 10).

Òåîðåìà 5. Êàòåãîðèÿ E ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî êàòåãîðèÿ E ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Â ñàìîì

äåëå, äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ X, Y ýòîé êàòåãîðèè ìíîæåñòâî ìîð�èç-

ìîâ Hom(X, Y ) îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé àáåëåâîé ãðóïïû, ïðè

ýòîì êîìïîçèöèÿ ìîð�èçìîâ ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ýòîé ñòðóêòóðû.

Êàæäûé îáúåêò êàòåãîðèè E äîìèíèðóåòñÿ ïðîñòûìè îáúåêòàìè 1,A.

Ýòî òîæå î÷åâèäíî, òàê êàê êàæäûé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷-

íîé óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Ò.î. äëÿ ìîäó-

ëÿðíîñòè êàòåãîðèè E îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà

S =

(
S1,1 S1,A

SA,1 SA,A

)

îáðàòèìà íàä C. Â ýòîé ìàòðèöå çíà÷åíèå SX,Y äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ

X, Y êàòåãîðèè E îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè

SX,Y = bX⊗Y ◦ ((cX,Y ◦ cY,X)⊗ idX⊗Y ) ◦ dX⊗Y .

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 13 (ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèå) ýòà �îð-

ìóëà âûãëÿäèò ïðîùå ïî ñðàâíåíèþ ñ å¼ îáùèì ñëó÷àåì (ñì. [2, Ïàðàãðà�

II.1.4℄).

ßñíî, ÷òî S1,1 = b1 ◦ ((c1,1 ◦ c1,1)⊗ id1) ◦ d1 = 1.

Åñëè X, Y ∈ I è X 6= Y , òî bX⊗Y = bA, cX,Y = cY,X = idA, idX⊗Y = idA
è dX⊗Y = dA. Ñëåäîâàòåëüíî S1,A = SA,1 = bA ◦ dA = ε.
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Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé X = Y = A. Äèàãðàììà ìîð�èçìà, ïî-

ëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè b(1,A) ◦((cA,A◦cA,A)⊗ id(1,A))◦d(1,A)

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 21. Ñëåäîâàòåëüíî

SA,A = β4
ε + ε · β2

ε = βε + ε− 1 + ε · (−1− βε

ε
) = −1.

1 1

A

A

1

A

y

y
√
ε ◦

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

β4
ε

β4
ε

β2
ε

β2
ε

β2
ε

◦

11

A

A

1

A

1
y

√
ε

y

�èñ. 21: Äèàãðàììà êîìïîçèöèè b(1,A) ◦ ((cA,A ◦ cA,A)⊗ id(1,A)) ◦ d(1,A)

Â ðåçóëüòàòå

S =

(
1 ε

ε −1

)
, detS = −2− ε 6= 0.

� 3. Èíâàðèàíò rtε

Ïóñòü L = l1∪· · ·∪lk � äèàãðàììà k-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ. Áóäåì

íàçûâàòü ðàñêðàñêîé çàöåïëåíèÿ L îòîáðàæåíèå ξ : {l1, . . . , lk} → {1,A}.
Ïðîñòûå îáúåêòû 1 è A � ýòî öâåòà, êîòîðûìè ðàñêðàøèâàþòñÿ êîì-

ïîíåíòû çàöåïëåíèÿ. Îïðåäåëèì ìîð�èçì {L}ξ ∈ Hom(1, 1) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíà÷àëà óäàëèì âñå êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ, ïîêðàøåííûå îáú-

åêòîì 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîäçàöåïëåíèå L′
, âñå êîìïîíåíòû êîòî-

ðîãî ïîêðàøåíû îáúåêòîì A. Çà�èêñèðóåì ðàçáèåíèå äèàãðàììû L′
ïà-

ðàëëåëüíûìè âåðòèêàëüíûì ïðÿìûìè íà ýëåìåíòàðíûå ñëîè, êàæäûé èç

êîòîðûõ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ äóã è íå áîëåå îäíî

ãî ó÷àñòêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 22. Ó÷àñòêè äèàãðàììû ÿâëÿþò-

ñÿ íåîðèåíòèðîâàííûìè. ×òîáû ðàçëè÷àòü äâà ðàçíûõ òèïà ïåðåêð¼ñò-

êîâ, îäèí èç íèõ áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì (òîò, îðèåíòèðîâàâ äóãè

êîòîðîãî ñëåâà íàïðàâî, ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé ïîëîæèòåëüíûé îðèåí-

òèðîâàííûé ïåðåêð¼ñòîê), à äðóãîé � îòðèöàòåëüíûì (îðèåíòèðîâàâ åãî

äóãè ñëåâà íàïðàâî ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé îòðèöàòåëüíûé îðèåíòèðî-

âàííûé ïåðåêð¼ñòîê). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëîæèòåëüíàÿ ïåòëÿ � ýòî
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ó÷àñòîê, êîòîðûé ïîñëå âûáîðà îðèåíòàöèè â ëþáóþ ñòîðîíó ñîäåðæèò

ïîëîæèòåëüíûé ïåðåêð¼ñòîê. Äðóãàÿ ïåòëÿ � îòðèöàòåëüíàÿ.

Ïóñòü λ � îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ ñëî¼â ðàçáèåíèÿ äèàãðàììû L′
. Çà-

ìåíèì ïîëîæèòåëüíûé ïåðåêð¼ñòîê âíóòðè ñëîÿ λ íà ìîð�èçì cA,A, îòðè-

öàòåëüíûé ïåðåêð¼ñòîê � íà ìîð�èçì c−1
A,A, ëåâóþ ïîëóîêðóæíîñòü � íà

ìîð�èçì bA, ïðàâóþ ïîëóîêðóæíîñòü � íà ìîð�èçì dA, ïîëîæèòåëüíóþ

ïåòëþ � íà ìîð�èçì θA, îòðèöàòåëüíóþ ïåòëþ � íà ìîð�èçì θ−1
A

è, íà-

êîíåö, òðèâèàëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ äóãó çàìåíèì íà ìîð�èçì idA (ðèñ.

22). Ó÷àñòêè äèàãðàììû, ðàñïîëîæåííûå ñâåðõó âíèç â ïðåäåëàõ îäíîãî

ñëîÿ � ýòî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîð�èçìîâ. Åñëè

ëåâàÿ ïðÿìàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñëîé λ, ïåðåñåêàåòñÿ ñ äèàãðàììîé L′
â n

òî÷êàõ, à ïðàâàÿ ïðÿìàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñëîé λ � â m òî÷êàõ, òî ýòîò

ñëîé ñîîòâåòñòâóåò ìîð�èçìó èç ìíîæåñòâà Hom(A⊗n,A⊗m) (ñì. ðèñ. 23,
íà êîòîðîì èçîáðàæåíî äâà ïðèìåðà). Îáîçíà÷èì µλ ìîð�èçì êàòåãîðèè

E, ïîëó÷åííûé îïèñàííûì îáðàçîì äëÿ ñëîÿ λ.

�èñ. 22: Ñëåâà íàïðàâî: ïîëîæèòåëüíûé ïåðåêð¼ñòîê, îòðèöàòåëüíûé ïå-

ðåêð¼ñòîê, ëåâàÿ ïîëóîêðóæíîñòü, ïðàâàÿ ïîëóîêðóæíîñòü, ïîëîæèòåëü-

íàÿ ïåòëÿ, îòðèöàòåëüíàÿ ïåòëÿ, òðèâèàëüíàÿ äóãà

Åñëè äèàãðàììà L′
ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå ñëîè λ1, . . . , λn (ñëåâà

íàïðàâî), òîãäà ìîð�èçì {L}ξ � ýòî êîìïîçèöèÿ

µλ1
◦ · · · ◦ µλn

.

Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç ýëåìåíòàðíûõ ñëî¼â ìîãóò áûòü òðèâèàëüíûìè

(ñîäåðæàòü òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå äóãè), è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé òà-

êîìó ñëîþ ìîð�èçì � êîìáèíàöèÿ àññîöèàòîðîâ, ñâÿçûâàþùèõ îáúåêò,

ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâîé ïðÿìîé ïðåäûäóùåãî ñëîÿ, è îáúåêò, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ëåâîé ïðÿìîé ñëåäóþùåãî ñëîÿ.

Äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L âìåñòå ñ çà�èêñèðîâàííîé ðàñêðàñêîé ξ ìîæ-

íî âîñïðèíèìàòü êàê äèàãðàììó ìîð�èçìà {L}ξ. ×òîáû îòëè÷àòü ýòè äèà-

ãðàììû îò óæå èñïîëüçóåìûõ äèàãðàìì ìîð�èçìîâ (ñîñòîÿùèõ èç ÿ÷ååê

è ñòðåëîê ìåæäó íèìè), áóäåì òàêèå äèàãðàììû íàçûâàòü çàóçëåííûìè

äèàãðàììàìè ìîð�èçìà {L}ξ.
Òàê êàê ìîð�èçì {L}ξ ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì èç 1 â 1, òî îí çàäà¼òñÿ îä-

íèì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìîð�èçì ñ ýòèì ÷èñëîì

è ñ÷èòàòü, ÷òî {L}ξ ∈ C.
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(A⊗ (A⊗A))⊗A

(A⊗ (A⊗A))⊗A

A⊗ ((A⊗A)⊗A)

A⊗A

�èñ. 23: Ìîð�èçì (idA ⊗ cA,A)⊗ idA (ñëåâà) è idA ⊗ (dA ⊗ idA) (ñïðàâà)

Çàìå÷àíèå 10. Åñëè {L}ξ = µ1 ◦ µ2 ◦ · · · ◦ µn−1 ◦ µn, òî

{L}ξ = [µn]1 · [µn−1]1 · · · · · [µ2]1 · [µ1]1.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü L � äèàãðàììà óçëà ¾òðèëèñòíèê¿, èçîáðàæ¼ííàÿ

íè ðèñóíêå 24, è ïóñòü ξ � ðàñêðàñêà, êîòîðàÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòå

äèàãðàììû L ñîïîñòàâëÿåò öâåò A. Äèàãðàììà L ðàçáèâàåòñÿ íà 11 ñëî¼â

λ1, . . . , λ11. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîð�èçìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

µλ1
= bA ∈ Hom(1,A⊗A),

µλ2
= (idA ⊗ idA)⊗ bA ∈ Hom(A⊗A, (A⊗A)⊗ (A⊗A))

µλ3
= αA,A,A⊗A ∈ Hom((A⊗A)⊗ (A⊗A),A⊗ (A⊗ (A⊗A)))

µλ4
= idA ⊗ α−1

A,A,A ∈ Hom(A⊗ (A⊗ (A⊗A)),A⊗ ((A⊗A)⊗A))
µλ5

= idA ⊗ (cA,A ⊗ idA) ∈ Hom(A⊗ ((A⊗A)⊗A),A⊗ ((A⊗A)⊗A))
µλ6

= idA ⊗ (cA,A ⊗ idA) ∈ Hom(A⊗ ((A⊗A)⊗A),A⊗ ((A⊗A)⊗A))
µλ7

= idA ⊗ (cA,A ⊗ idA) ∈ Hom(A⊗ ((A⊗A)⊗A),A⊗ ((A⊗A)⊗A))
µλ8

= idA ⊗ αA,A,A ∈ Hom(A⊗ ((A⊗A)⊗A),A⊗ (A⊗ (A⊗A)))
µλ9

= α−1
A,A,A⊗A

∈ Hom(A⊗ (A⊗ (A⊗A)), (A⊗A)⊗ (A⊗A))
µλ10

= dA ⊗ (idA ⊗ idA) ∈ Hom((A⊗A)⊗ (A⊗A),A⊗A)
µλ11

= dA ∈ Hom(A⊗A, 1).

Ìîð�èçìû µλ3
è µλ4

� ýòî ìîð�èçìû àññîöèàòîðîâ, ïðåîáðàçóþùèå

îáúåêò (A ⊗ A) ⊗ (A ⊗A) (êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå ñëîÿ

λ2) â îáúåêò A ⊗ ((A ⊗ A) ⊗ A). Ýòè àññîöèàòîðû íåîáõîäèìû, òàê êàê

äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü ìîð�èçì ñïëåòåíèÿ â ñëîå λ5
äâà öåíòðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ A⊗A äîëæíû ñòîÿòü â îäíîé ïàðå ñêîáîê.

Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàþò ìîð�èçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîÿì µλ8
è µλ9

.
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λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ10 λ11

�èñ. 24: Äèàãðàììà óçëà ¾òðèëèñòíèê¿, ðàçáèòàÿ íà 11 ñëî¼â λ1, . . . , λ11

Íà ðèñóíêå 25 èçîáðàæåíà äèàãðàììà ìîð�èçìà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïî-

çèöèåé µλ1
◦ · · · ◦ µλ11

.

1 1

A

y
√
ε

1

A

A
1

A

y
√
ε

y
√
ε

1

A

A
1

A

1

A

A
1

A

1

A

A
1

A

β2

ε

β2

ε

βε

βε

βε

1

A

A
1

A

β2

ε

β2

ε

βε

βε

βε

1

A

A
1

A

β2

ε

β2

ε

βε

βε

βε

1

A

A
1

A

1

A

A
1

A

1

A

√

ε

y

√

ε

y

1

√

ε

y

�èñ. 25: Äèàãðàììà ìîð�èçìà µλ1
◦ · · · ◦ µλ11

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëÿåì, ÷òî

{L}ξ = y
√
ε · y

√
ε · 1 ·

(
1

ε
· β6

ε ·
1

ε
+

1

x
√
ε
· β3

ε ·
x√
ε

)
· 1 ·

√
ε

y
·
√
ε

y
=

= β6
ε + ε · β3

ε = −βε + 1− βε = 1− 2βε.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ, è ïóñòü ξ � å¼

ðàñêðàñêà. Òîãäà çíà÷åíèå {L}ξ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà y â ìîð�èçìàõ
bA è dA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñ-

êðàñêà ξ âñå êîìïîíåíòû äèàãðàììû L ðàñêðàøèâàåò â öâåò A. Çàìåòèì,

÷òî ÷èñëî ëåâûõ è ïðàâûõ ïîëóîêðóæíîñòåé íà äèàãðàììå L ñîâïàäàþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîìïîçèöèè, çàäàþùåé ìîð�èçì {L}ξ, ÷èñëî ìîð�èçìîâ
bA ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ìîð�èçìîâ dA. Òîãäà âñå âõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà y

â ìîð�èçì bA ñîêðàùàþòñÿ ñ âõîæäåíèÿìè äðîáè

1
y
â ìîð�èçì dA.
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3.5 Èíâàðèàíò çàöåïëåíèé

Ïóñòü L = l1 ∪ · · · ∪ lk � äèàãðàììà íåîðèåíòèðîâàííîãî k-êîìïîíåíòíîãî

çàöåïëåíèÿ. Çà�èêñèðóåì ðàñêðàñêó ξA : {l1, . . . , lk} → {1,A}, êîòîðàÿ
êàæäóþ êîìïîíåíòó li ðàñêðàøèâàåò â öâåò A äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , k}.

Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü îðèåíòàöèþ êîìïî-

íåíòû li. Îáîçíà÷èì w(li) = #p−#n, ãäå #p � ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ

ïåðåêð¼ñòêîâ íà äèàãðàììå li (òî åñòü ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåêð¼ñò-

êîâ, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ îáå äóãè ïðèíàäëåæàò çàöåïëåíèþ li), à #n
� ýòî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ïåðåêð¼ñòêîâ íà äèàãðàììå li (àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì, îáå äóãè â îêðåñòíîñòè ýòèõ ïåðåêð¼ñòêîâ ïðèíàäëåæàò çàöåï-

ëåíèþ li). Îáå âåëè÷èíû #p è #n êîððåêòíî îïðåäåëåíû è íå çàâèñÿò îò

âûáðàííîé îðèåíòàöèè êîìïîíåíòû li. Ïîëîæèì w(L) =
k∑

i=1

w(li).

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå

rtε(L) =
β
2w(L)
ε

ε
· {L}ξA .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü L1 è L2 � äâå äèàãðàììû îäíîãî è òîãî æå çàöåï-

ëåíèÿ â S3
. Òîãäà rtε(L1) = rtε(L2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëèøü

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äèàãðàììà L2 ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû L1 ñ ïîìîùüþ

îäíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.

Åñëè äèàãðàììà L2 ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû L1 ñ ïîìîùüþ âòîðî-

ãî èëè òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, òî w(L1) = w(L2). Ïî òåîðå-

ìå 4 êàòåãîðèÿ E ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû

{L1}ξA = {L2}ξA . Ýòîò �àêò ìîæíî äîêàçàòü, ïîâòîðèâ âñå ðàññóæäåíèÿ
èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû [2, Òåîðåìà I.2.5℄ ïðèìåíèòåëüíî ê êàòåãîðèè

E. Ñëåäîâàòåëüíî, rtε(L1) = rtε(L2).
Ïóñòü äèàãðàììà L2 ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû L1 ñ ïîìîùüþ ïîëîæè-

òåëüíîãî ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà (îíî äîáàâëÿåò ïîëîæèòåëü-

íóþ ïåòëþ íà äóãå äèàãðàììû). Òîãäà w(L2) = w(L1) + 1.
Ïóñòü ìîð�èçì {L1}ξA çàäà¼òñÿ êîìïîçèöèåé µ1◦µ2, à ìîð�èçì {L2}ξA

çàäà¼òñÿ êîìïîçèöèåé µ1 ◦ (idA⊗n1 ⊗ θA ⊗ idA⊗n2 ) ◦ µ2. Òîãäà

{L1}ξA = [µ2]1 · [µ1]1 è {L2}ξA = [µ2]1 · [idA⊗n1 ⊗ θA ⊗ idA⊗n2 ]1 · [µ1]1.

Çàìåòèì, ÷òî [idA⊗n1 ⊗ θA ⊗ idA⊗n2 ]1 = 1
β2
ε
· Efn1+n2+1

, ãäå fn � ýòî n-îå

÷èñëî Ôèáîíà÷÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, {L2}ξA = 1
β2
ε
{L1}ξA. Íàêîíåö,

rtε(L2) =
β
2w(L2)
ε

ε
· {L2}ξA =

β
2w(L1)
ε · β2

ε

ε
· 1

β2
ε

· {L1}ξA = rtε(L1).
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Äëÿ ñëó÷àÿ îòðèöàòåëüíîãî ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà äîêàçà-

òåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü L � çàöåïëåíèå â òð¼õìåðíîé ñ�åðå S3
, è ïóñòü L � äèàãðàììà

ýòîãî çàöåïëåíèÿ. Îïðåäåëèì rtε(L) = rtε(L). Òåîðåìà 6 ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü U � òðèâèàëüíûé óçåë, U � åãî òðèâèàëüíàÿ äèà-

ãðàììà. Òîãäà {U}ξA = bA ◦ dA = ε. Òàêèì îáðàçîì rtε(U) = 1.

Ïóñòü 31 � óçåë ¾òðèëèñòíèê¿. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â

ïðèìåðå 6 íàõîäèì, ÷òî rtε(31) =
β6
ε

ε
·(1−2βε) =

βε

ε
·(2βε−1). Çà�èêñèðîâàâ

êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ε è βε, ïîëó÷èì êîíêðåòíîå êîìïëåêñíîå

÷èñëî rtε(31).

Ïóñòü H2 � çàöåïëåíèå Õîï�à. Òîãäà rtε(H2) =
SA,A

ε
, ãäå SA,A � îäíî èç

çíà÷åíèé S-ìàòðèöû èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5. Íàõîäèì, ÷òî rtε(H2) =
−1

ε
.

Ïóñòü Hk, k > 1 � îáîáù¼ííîå k-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå Õîï�à.

Äèàãðàììà Hk ýòîãî çàöåïëåíèÿ ñîñòîèò èç k òðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé

U1, . . . , Uk, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k − 1} ïàðà êîìïîíåíò Ui, Ui+1

çàöåïëåíû êàê ìèíèìàëüíàÿ äèàãðàììà êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ Õîï�à

(ñì. ðèñ. 26). Îòìåòèì, ÷òî H1 = U ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì, à H2 �

ýòî êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå Õîï�à.

. . .

U1 U2 Uk−1Uk

�èñ. 26: Îáîáù¼ííîå k-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå Õîï�à

Òåîðåìà 7. rtε(Hk) = (−1)k−1 · ε1−k
äëÿ âñåõ k > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h ∈ Hom(A⊗A,A⊗A) � ìîð�èçì, çàóçëåí-

íàÿ äèàãðàììà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 27. Ýòà äèàãðàììà ðàç-

áèâàåòñÿ íà âîñåìü ñëî¼â λ1, . . . , λ8. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîð�èçìû èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:
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µλ1
= (idA ⊗ bA)⊗ idA ∈ Hom(A⊗A, (A⊗ (A⊗A))⊗A),

µλ2
= α−1

A,A,A ⊗ idA ∈ Hom((A⊗ (A⊗A))⊗A, ((A⊗A)⊗A)⊗A),

µλ3
= (cA,A ⊗ idA)⊗ idA ∈ Hom(((A⊗A)⊗A)⊗A, ((A⊗A)⊗A)⊗A),

µλ4
= αA⊗A,A,A ∈ Hom(((A⊗A)⊗A)⊗A, (A⊗A)⊗ (A⊗A)),

µλ5
= (idA ⊗ idA)⊗ cA,A ∈ Hom((A⊗A)⊗ (A⊗A), (A⊗A)⊗ (A⊗A)),

µλ6
= αA,A,A⊗A ∈ Hom((A⊗A)⊗ (A⊗A),A⊗ (A⊗ (A⊗A))),

µλ7
= idA ⊗ α−1

A,A,A ∈ Hom(A⊗ (A⊗ (A⊗A)),A⊗ ((A⊗A)⊗A)),

µλ8
= idA ⊗ (dA ⊗ idA) ∈ Hom(A⊗ ((A⊗A)⊗A),A⊗A).

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 6, çäåñü ñëîè λ2, λ4, λ6 è λ7 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîð-

�èçìîâ àññîöèàòîðîâ.

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

�èñ. 27: Çàóçëåííàÿ äèàãðàììà ìîð�èçìà h

Äèàãðàììà ìîð�èçìà h èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 28.

1

A

y
√
ε

y
√
ε

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

β2
ε

β2
ε

βε
βε
βε

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

β2
ε

βε
β2
ε

βε
βε

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

1

A

A

1

A

√
ε

y

√
ε

y

1

A

�èñ. 28: Äèàãðàììà ìîð�èçìà h

Äàëåå âû÷èñëÿåì

[h]1 =
(√

ε

y
0
)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
1 0
0 1

)
·
(
β2
ε 0
0 βε

)
·
(
1 0
0 1

)

·
(
β2
ε 0
0 βε

)
·
(

1
ε

x√
ε

1
x
√
ε

−1
ε

)
·
(
y
√
ε

0

)
=
(

β4
ε

ε
+ β2

ε

)
=
(
−1

ε

)
.
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Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî

{Hk}ξA = bA ◦ h ◦ · · · ◦ h︸ ︷︷ ︸
k−1 ðàç

◦dA = [dA]1 · [h]k−1
1

· [bA]1

=

√
ε

y
·
(
−1

ε

)k−1

· y
√
ε = (−1)k−1 · ε2−k.

Ñëåäîâàòåëüíî

rtε(Hk) =
1

ε
· {Hk}ξA = (−1)k−1 · ε1−k.

3.6 Èíâàðèàíò äëÿ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü L � íåîðèåíòèðîâàííîå k-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, â êîòîðîì çà-

�èêñèðîâàí ïîðÿäîê êîìïîíåíò, è F = (f1, . . . , fk) � íàáîð öåëûõ ÷èñåë.

Áóäåì ïîíèìàòü ïîä îñíàù¼ííûì çàöåïëåíèåì ïàðó (L,F). Êàæäîå èç çíà-
÷åíèé fi, i ∈ {1, . . . , k} � ýòî îñíàùåíèå i-îé êîìïîíåíòû. Äèàãðàììà îñíà-

ù¼ííîãî çàöåïëåíèÿ � ýòî òàêàÿ äèàãðàììà L = l1 ∪ . . . lk çàöåïëåíèÿ L,

÷òî w(li) = fi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , k}.
Ïîä ñèãíàòóðîé îñíàù¼ííîãî çàöåïëåíèÿ (L,F) áóäåì ïîíèìàòü ñèãíà-

òóðó ìàòðèöû

[(L,F)] =




f1 lk(l1, l2) . . . lk(l1, lk)
lk(l2, l1) f2 . . . lk(l2, lk)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

lk(lk, l1) lk(lk, l2) . . . fk


 ,

ãäå lk(li, lj)� êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò li è lj . Ñèãíàòóðà ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó,

ìàòðèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò [(L,F)]. Òîãäà ñèãíàòóðà ñîâïàäàåò ñ ðàçíî-

ñòüþ ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â êàíîíè÷åñêîì

âèäå ýòîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Çíà÷åíèå ñèãíàòóðû íå çàâèñèò îò âû-

áîðà îðèåíòàöèé êîìïîíåíò l1, . . . , lk, êîòîðûå íåîáõîäèìî çà�èêñèðîâàòü

äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíî èç òð¼õìåðíîé ñ�åðû S3
ñ ïîìîùüþ ïåðåñòðîéêè âäîëü îñíàù¼í-

íîãî çàöåïëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòðîé-

êîé ïî îñíàù¼ííîìó çàöåïëåíèþ (L,F) ÷åðåç M(L,F).
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Îïðåäåëèì

rtε(M(L,F)) = ∆σ ·D−σ−k−1 ·
∑

ξ

ε|ξ|A · {L}ξ,

ãäå σ � ñèãíàòóðà îñíàù¼ííîãî çàöåïëåíèÿ (L,F), ∆ = 1 + ε2 · β2
ε , D =√

2 + ε, ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàñêðàñêàì ξ äèàãðàììû L, è |ξ|A � ÷èñ-

ëî êîìïîíåíò, ïîêðàøåííûõ öâåòîì A. Ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ èç äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû [2, Òåîðåìà II.2.2.2℄ (ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè, âåñüìà

ãðîìîçäêèå) ïðèìåíèòåëüíî ê êàòåãîðèè E ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî rtε � êîð-

ðåêòíî îïðåäåë¼ííûé èíâàðèàíò çàìêíóòûõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî

åñòü çíà÷åíèå rtε(M(L,F)) íå çàâèñèò îò âûáîðà îñíàù¼ííîãî çàöåïëåíèÿ

(L,F), çàäàþùåãî ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü M � ñ�åðà Ïóàíêàðå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî-

îáðàçèå M ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç S3
ïåðåñòðîéêîé âäîëü ïðàâîãî ¾òðè-

ëèñòíèêà¿ 31 ñ îñíàùåíèåì f1 = +1. Äèàãðàììà T ýòîãî îñíàù¼ííîãî óçëà

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 29.

�èñ. 29: Äèàãðàììà T ïðàâîãî ¾òðèëèñòíèêà¿ ñ îñíàùåíèåì +1

Â ýòîì ñëó÷àå σ = 1, è ñóùåñòâóåò âñåãî äâå ðàñêðàñêè: ξ1 ðàñêðà-

øèâàåò T öâåòîì 1, à ξA ðàñêðàøèâàåò T öâåòîì A. Òîãäà {T}ξ1 = 1 è

{T}ξA = (1 − 2βε) · β4
ε (çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé èç

ïðèìåðà 6 è òîò �àêò, ÷òî [θ−1
A
]A = β2

ε ). Íàêîíåö,

rtε(M) =
(1 + ε2 · β2

ε ) · (1 + ε · (β4
ε + 2))

(ε+ 2)
3

2

.

Ïóñòü (Hk,F) � îñíàù¼ííîå îáîáù¼ííîå çàöåïëåíèå Õîï�à ñ îñíàùå-

íèåì F = (f1, . . . , fk), è ïóñòü H
f1,...,fk
k � äèàãðàììà ýòîãî îñíàù¼ííîãî

çàöåïëåíèÿ (ñì. ðèñ. 30).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [22℄), ÷òî ìíîãîîáðàçèå M(Hk ,F) ÿâëÿåòñÿ ëèíçî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì Lp,q, ãäå

p

q
= f1 −

1

f2 − 1
···− 1

fk

.
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. . .
f1 . . .

fk
. . .

�èñ. 30: Äèàãðàììà H
f1,...,fk
k îñíàù¼ííîãî îáîáù¼ííîãî çàöåïëåíèÿ Õîï�à

Ëåììà 14. Ïóñòü ξA � ðàñêðàñêà äèàãðàììû H
f1,...,fk
k , êîòîðàÿ êàæäóþ

êîìïîíåíòó ðàñêðàøèâàåò öâåòîì A. Òîãäà

{Hf1,...,fk
k }ξA =

(−1)k−1

εk−2 · β2f1+···+2fk
ε

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíîé ïîäõîä àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 7. Ïóñòü hfi ∈ Hom(A⊗A,A⊗A) � ìîð�èçì, çàóçëåííàÿ äèàãðàììà

êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 31.

. . .
fi

�èñ. 31: Çàóçëåííàÿ äèàãðàììà ìîð�èçìà hfi

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ θA ◦ · · · ◦ θA︸ ︷︷ ︸
fi

ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì èç A â A,

è ñëåäîâàòåëüíî çàäà¼òñÿ ÷èñëîì

1

β
2fi
ε

. Òîãäà

[hfi ]1 =
(
− 1

ε·β2fi
ε

)
, è [bA ◦ (idA ⊗ θA) ◦ · · · ◦ (idA ⊗ θA)︸ ︷︷ ︸

f1 ðàç

]1 =
(

y
√
ε

β
2f1
ε

)
.

Íàêîíåö,

{Hf1,...,fk
k }ξA = (bA ◦ (idA ⊗ θA) ◦ · · · ◦ (idA ⊗ θA)︸ ︷︷ ︸

f1 ðàç

) ◦ hf2 ◦ · · · ◦ hfk ◦ dA

=
(−1)k−1 · ε

εk−1 · β2f1
ε · · · · · β2fk

ε

.
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Ïóñòü {i1, i2, . . . , is} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îòñîð-

òèðîâàííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

c : {i1, . . . , is} 7→ c(i1, . . . , is)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àçîáü¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {i1, . . . , is} íà ìàêñè-

ìàëüíûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë

(òî åñòü ÷èñëî i ñîäåðæèòñÿ â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ëèáî i−1, ëèáî i+1 ñîäåðæàòñÿ â ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Ïóñòü r � ÷èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è ïóñòü èõ äëèíû

ðàâíû l1, . . . , lr. Ïîëîæèì

c(i1, . . . , is) =
r∏

j=1

(−1)lj−1

εlj−2
.

Ïðèìåð 9. c(1, 3) = ε2, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1, 3} ñîäåðæèò

äâå ìàêñèìàëüíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {1} è {3}. Äëÿ êàæäîé èç íèõ,
l1 = l2 = 1, è ñëåäîâàòåëüíî îáà ìíîæèòåëÿ ðàâíû (−1)0

ε−1 = ε.

c(1, 2, 3, 4) = − 1
ε2
, òàê êàê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {1, 2, 3, 4}: r = 1,

l1 = 4, è ïîýòîìó åäèíñòâåííûé ìíîæèòåëü ðàâåí

(−1)3

ε2
.

c(2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11) = − 1
ε2
, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {2, 3, 4, 6, 7, 9,

10, 11} ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {2, 3, 4} äëèíû l1 = 3,
{6, 7} äëèíû l2 = 2 è {9, 10, 11} äëèíû l3 = 3. Òàêèì îáðàçîì,

c(2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11) =
1

ε
· (−1) · 1

ε
= − 1

ε2
.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü F = (f1, . . . , fk), è ïóñòü Lp,q � ëèíçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè S3
âäîëü îñíàù¼ííîãî çàöåï-

ëåíèÿ (Hk,F). Òîãäà

rtε(Lp,q) =
(1 + ε2 · β2

ε )
σ

(ε+ 2)
σ+k+1

2

·


1 +

k∑

s=1


εs ·

∑

{i1,...,is}

c(i1, . . . , is)

β
2fi1+···+2fis
ε




 ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåð¼òñÿ ïî ïîäìíîæåñòâàì {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . , k} ìîù-
íîñòè s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � ðàñêðàñêà äèàãðàììû H
f1,...,fk
k . Ýòà ðàñ-

êðàñêà îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ âûáîðîì ïîäìíîæåñòâà {i1, . . . , is} ⊆ {1, . . . , k}.
Êîìïîíåíòû äèàãðàììû H

f1,...,fk
k ñ íîìåðàìè èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ðàñ-

êðàøèâàþòñÿ öâåòîì A, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � öâåòîì 1. Äëÿ

ýòîé ðàñêðàñêè |ξ|A = s. Èç ëåììû 14 ñëåäóåò, ÷òî

{Hf1,...,fk
k }ξ =

c(i1, . . . , is)

β
2fi1+···+2fis
ε

.
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé

è çíà÷åíèé êîíñòàíò ∆ è D â �îðìóëó äëÿ èíâàðèàíòà rtε.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü p > 1, òîãäà rtε(Lp,q) = rtε(Lp+5q,q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Lp,q =M(Hk,F), ãäå F = (f1, . . . , fk),
òî L5q+p,q =M(Hk,F

′), ãäå F
′ = (f1 +5, f2, . . . , fk). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-

åòñÿ, ÷òî ñèãíàòóðû îñíàù¼ííûõ çàöåïëåíèé (Hk,F) è (Hk,F
′) ñîâïàäàþò.

Äàëåå, çíà÷åíèå βε ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåñÿòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû, ïîýòîìó

çàìåíà f1 íà f1+5 íå ìåíÿåò èòîãîâîãî çíà÷åíèÿ �îðìóëû èíâàðèàíòà rtε,

ñ�îðìóëèðîâàííîé â òåîðåìå 8.

� 4. Ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè rtε è tvε

4.7 Èíâàðèàíò tvε

Â êíèãå [2℄ îïèñàí ÿâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èçâëå÷ü èíâàðè-

àíò òèïà Òóðàåâà � Âèðî òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé èç ëþáîé ìîäóëÿðíîé

êàòåãîðèè. Èíâàðèàíò tvε ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî àë-

ãîðèòìà ê êàòåãîðèè E.

4.7.1 Ìîäóëè H(X, Y, Z)

Äëÿ êàæäîé òðîéêè ïðîñòûõ îáúåêòîâ X, Y, Z ∈ I = {1,A} îáîçíà÷èì

HXY Z = Hom(1, (X⊗Y )⊗Z). Ýòî ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ HXY Z
îáëàäàåò

åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ íàä C. ßñíî, ÷òî ìîäóëü HXY Z
èçîìîð-

�åí C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè îáúåêòîâ X, Y, Z ÷èñëî îáúåê-

òîâ ðàâíûõ A íå ðàâíî îäíîìó (òî åñòü ëèáî X = Y = Z = 1, ëèáî

X = Y = Z = A, ëèáî äâà îáúåêòà ðàâíû A, à òðåòèé � 1). Âñå îñòàëü-

íûå ìîäóëè òðèâèàëüíû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîéêà (X, Y, Z) äîïóñòèìà,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëü HXY Z

íå òðèâèàëåí.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ C è îáúåêòà X îáîçíà÷èì uXs ∈ Hom(X,X) ìîð�èçì,
êîòîðûé çàäà¼òñÿ ìàòðèöàìè

[uXs ]1 = d(s, . . . , s) è [uXs ]A = d(s, . . . , s),

ãäå ìàòðèöà [uXs ]1 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ðàçìåðà |X|1, à ìàòðèöà [uXs ]A
ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ðàçìåðà |X|A.

Îáîçíà÷èì v′
1
= 1 è v′

A
= 1

βε
.
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Äëÿ êàæäîé òðîéêè ïðîñòûõ îáúåêòîâ X, Y, Z ∈ I çàäàäèì äâà èçî-

ìîð�èçìà IXY Z
12 : HXY Z → HY XZ

è IXY Z
23 : HXY Z → HXZY

ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

IXY Z
12 (a) = a ◦ (cX,Y ⊗ idZ) ◦ u(Y⊗X)⊗Z

v′
X
v′
Y
(v′

Z
)−1 ,

IXY Z
23 (a) = a ◦ αX,Y,Z ◦ (idX ⊗ cY,Z) ◦ α−1

X,Z,Y ◦ u(X⊗Z)⊗Y

(v′
X
)−1v′

Y
v′
Z

äëÿ ëþáîãî ìîð�èçìà a ∈ HXY Z
.

Çàìå÷àíèå 11. Çàóçëåííàÿ äèàãðàììà îáðàçà èçîìîð�èçìà IXY Z
12

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 32 ñëåâà, à äèàãðàììà îáðàçà èçîìîð�èçìà IXY Z
23

èçîáðàæåíà íà òîì æå ðèñóíêå 32 ñïðàâà.

a

X

Y

Z
7→ a u

(Y⊗X)⊗Z

v′
X
v′
Y
(v′

Z
)−1

Y

X

Z
a

X

Y

Z
7→ a u

(X⊗Z)⊗Y

(v′
X
)−1v′

Y
v′
Z

X

Z

Y

�èñ. 32: Èçîìîð�èçìû IXY Z
12 (ñëåâà) è IXY Z

23 (ñïðàâà)

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òðîéêè (X, Y, Z) îáà èçî-
ìîð�èçìà IXY Z

12 è IXY Z
23 òîæäåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò âû-

áðàííîé äîïóñòèìîé òðîéêè (X, Y, Z).
X = Y = Z = 1. Â ýòîì ñëó÷àå I111

12 (a) = a ◦ (c1,1 ⊗ id1) ◦ u11 = a,

è I111

23 (a) = a ◦ α1,1,1 ◦ (id1 ⊗ c1,1) ◦ α−1
1,1,1 ◦ u11 = a, òàê êàê c1,1 = id1 è

α1,1,1 = id1.

X = 1, Y = Z = A. Â ýòîì ñëó÷àå I1AA

12 (a) = a◦ (c1,A⊗ idA)◦u(1,A)
1 = a,

è I1AA

23 (a) = a ◦ α1,A,A ◦ (id1 ⊗ cA,A) ◦ α−1
1,A,A ◦ u(1,A)

1

β2
ε

. Äèàãðàììà âòîðîé

êîìïîçèöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 33.

X = A, Y = 1, Z = A. Â ýòîì ñëó÷àå IA1A

12 (a) = a ◦ (cA,1 ⊗ idA) ◦
u
(1,A)
1 = a, è IA1A

23 (a) = a ◦ αA,1,A ◦ (idA ⊗ c1,A) ◦ α−1
A,A,1 ◦ u

(1,A)
1 = a, òàê êàê

cA,1 = c1,A = idA è αA,1,A = αA,A,1 = id(1,A).

X = Y = A, Z = 1. Â ýòîì ñëó÷àå IAA1

12 (a) = a ◦ (cA,A ⊗ id1) ◦ u(1,A)
1

β2
ε

, è

IAA1

23 (a) = a ◦ αA,A,1 ◦ (idA ⊗ cA,1) ◦ α−1
A,1,A ◦ u(1,A)

1 = a. Äèàãðàììà ïåðâîé

êîìïîçèöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 33.

X = Y = Z = A. Â ýòîì ñëó÷àå IAAA

12 (a) = a ◦ (cA,A ⊗ idA) ◦ u(A,1,A)
1

βε

è

IAAA

23 (a) = a ◦ αA,A,A ◦ (idA ⊗ cA,A) ◦ α−1
A,A,A ◦ u(A,1,A)

1

βε

. Äèàãðàììà ïåðâîé
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1 1

A

a
1

A

β2
ε

βε

1

A

1
β2
ε

1
β2
ε

=
1 1

A

a

�èñ. 33: Äèàãðàììà êîìïîçèöèé a ◦ α1,A,A ◦ (id1 ⊗ cA,A) ◦ α−1
1,A,A ◦ u(1,A)

1

β2
ε

è

a ◦ (cA,A ⊗ id1) ◦ u(1,A)
1

β2
ε

1 A

1

A

a A

1

A

β2
ε

βε

βε

A

1

A

1
βε
1
βε

1
βε

=
1 A

1

A

a

�èñ. 34: Äèàãðàììà êîìïîçèöèè a ◦ (cA,A ⊗ idA) ◦ u(A,1,A)
1

βε

êîìïîçèöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 34. Äèàãðàììà âòîðîé êîìïîçèöèè

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 35.

Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òðîéêè (X, Y, Z) ìîäóëü H(X, Y, Z) ïîëó÷àåò-
ñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ìîäóëåé HXY Z

, HXZY
, HY XZ

, HY ZX
, HZXY

è HZYX

ïîñðåäñòâîì èçîìîð�èçìîâ, ïîðîæä¼ííûõ èçîìîð�èçìàìè IXY Z
12 è IXY Z

23 .

Ôàêòè÷åñêè, âûáîð ýëåìåíòà a ∈ H(X, Y, Z) îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàí îäèí è

òîò æå ýëåìåíò a â êàæäîì èç øåñòè ìîäóëåé.

4.7.2 Ñïàðèâàíèå

Ïóñòü w1 ∈ Hom(1, 1) � ìîð�èçì êàòåãîðèè E, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ÷èñëîì

1 (òî åñòü w1 = id1), è ïóñòü wA ∈ Hom(A,A) � ìîð�èçì êàòåãîðèè E,

êîòîðûé çàäà¼òñÿ ïðîèçâîëüíûì íåíóëåâûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z ∈ C.

Ëåììà 15. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî îáúåêòà X ∈ I: (wX ⊗ idX) ◦ dX =
(idX ⊗ wX) ◦ dX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.

Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òðîéêè ïðîñòûõ îáúåêòîâ (X, Y, Z) çàäàäèì
ñïàðèâàíèå (·, ·)XY Z : H(X, Y, Z) × H(X, Y, Z) → C ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ H(X, Y, Z) çíà÷åíèå (a, b)XY Z
ñîâïàäàåò
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1 A

1

A

a A

1

A

A

1

A

β2
ε

βε

βε

A

1

A

A

1

A

1
βε
1
βε

1
βε

=
1 A

1

A

a

�èñ. 35: Äèàãðàììà êîìïîçèöèè a ◦ αA,A,A ◦ (idA ⊗ cA,A) ◦ α−1
A,A,A ◦ u(A,1,A)

1

βε

ñ ìîð�èçìîì, èçîáðàæ¼ííûì íà ðèñóíêå 36. Ýòîò ìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ìîð-

�èçìîì èç 1 â 1, à ñëåäîâàòåëüíî åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïëåêñíûì

÷èñëîì.

a

b

X

Y

Z

Z

Y

X

wX

wY

wZ

�èñ. 36: Çàóçëåííàÿ äèàãðàììà ìîð�èçìà, çàäàþùåãî ñïàðèâàíèå

(a, b)XY Z

Òåîðåìà 9. (a, b)111 = ab, (a, b)1AA = aby2z2 è (a, b)AAA = abxy3z3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òðîéêè ïðîñòûõ îáúåêòîâ (X, Y, Z) è ëþ-
áûõ a, b ∈ H(X, Y, Z) ìîð�èçì (a, b)XY Z

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçè-

öèè µ1 ◦ · · · ◦ µ9 äåâÿòè ìîð�èçìîâ, ãäå

µ1 = a⊗ b,

µ2 = ((wX ⊗ wY )⊗ wZ)⊗ ((idZ ⊗ idY )⊗ idX),
µ3 = α−1

(X⊗Y )⊗Z,Z⊗Y,X
,

µ4 = α−1
(X⊗Y )⊗Z,Z,Y

⊗ idX ,

µ5 = (αX⊗Y,Z,Z ⊗ idY )⊗ idX ,

µ6 = (((idX ⊗ idY )⊗ dZ)⊗ idY )⊗ idX ,

µ7 = αX,Y,Y ⊗ idX ,

µ8 = (idX ⊗ dY )⊗ idX ,

µ9 = dX .
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Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîð�èçìîâ µi, i = 1, . . . , 9, ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå

âûáîðà ðàçáèåíèÿ äèàãðàììû, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå 36, âåðòèêàëüíû-

ìè ïðÿìûìè íà ýëåìåíòàðíûå ñëîè.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå àêêóðàòíîãî âû÷èñ-

ëåíèÿ âñåõ ýòèõ ìîð�èçìîâ äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, êîãäà òðîéêà

(X, Y, Z) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òðîåê (1, 1, 1), (1,A,A) èëè (A,A,A).

4.7.3 6j-ñèìâîëû

Äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ îáúåêòîâ X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2 ∈ I

îïðåäåëèì 6j-ñèìâîë

∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣ : H(X1, Y1, Z1)⊗H(X1, Y2, Z2)

⊗H(Y1, Z2, X2)⊗H(Z1, X2, Y2) → C

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç òðîåê (X1, Y1, Z1), (X1, Y2, Z2),
(Y1, Z2, X2), (Z1, X2, Y2) íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òî îäèí èç ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ìîäóëåé òðèâèàëåí, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì 6j-ñèìâîë òðèâèàëü-

íûì. Åñëè âñå òðîéêè (X1, Y1, Z1), (X1, Y2, Z2), (Y1, Z2, X2) è (Z1, X2, Y2)
äîïóñòèìû, òî êàæäûé èç ÷åòûð¼õ ìîäóëåé H(X1, Y1, Z1), H(X1, Y2, Z2),
H(Y1, Z2, X2) è H(Z1, X2, Y2) èçîìîð�åí C. Â ýòîì ñëó÷àå 6j-ñèìâîë ñî-

ïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4, äëÿ âñåõ a1 ∈ H(X1, Y1, Z1), a2 ∈
H(X1, Y1, Z2), a3 ∈ H(Y1, Z2, X2), a4 ∈ H(Z1, X2, Y2), çíà÷åíèå ìîð�èçìà,
èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 37. Ýòîò ìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì èç 1 â

1, ñëåäîâàòåëüíî çàäà¼òñÿ îäíèì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Ýòî ÷èñëî çàäà¼ò

îáðàç ∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4).

Çàìå÷àíèå 12. Âñå 6j-ñèìâîëû ñèììåòðè÷íû â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå: äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ îáúåêòîâ X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2 ∈ I

è ýëåìåíòîâ a1 ∈ H(X1, Y1, Z1), a2 ∈ H(X1, Y2, Z2), a3 ∈ H(Y1, Z2, X2),
a4 ∈ H(Z1, X2, Y2) ñïðàâåäëèâî

∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) =

∣∣∣∣
X1 Z2 Y2
X2 Z1 Y1

∣∣∣∣ (a2 ⊗ a1 ⊗ a3 ⊗ a4) =

=

∣∣∣∣
Z1 Y2 X2

Z2 Y1 X1

∣∣∣∣ (a4 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ a3).

Òåîðåìà 10. Âñå íåòðèâèàëüíûå 6j-ñèìâîëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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a4

a1

a3

a2

wX2

wZ1

wY1

wX1

wZ2

wY2

Y2

X2

X2Z1

Z1

Y1

X1

Y1

Z2

Z2

Y2

X1

�èñ. 37: Çàóçëåííàÿ äèàãðàììà 6j-ñèìâîëà

∣∣∣∣
1 1 1

1 1 1

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = a1a2a3a4,

∣∣∣∣
1 1 1

A A A

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = a1a2a3a4
y3z3√

ε
,

∣∣∣∣
1 A A

1 A A

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = a1a2a3a4
y4z4

ε
,

∣∣∣∣
1 A A

A A A

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = a1a2a3a4
xy5z5

ε
,

∣∣∣∣
A A A

A A A

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4) = a1a2a3a4
x2y6z6

−ε2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ îáúåêòîâ X1, Y1, Z1, X2, Y2,

Z2, çàäàþùèõ íåòðèâèàëüíûé 6j-ñèìâîë, è äëÿ ëþáûõ a1 ∈ H(X1, Y1, Z1),
a2 ∈ H(X1, Y2, Z2), a3 ∈ H(Y1, Z2, X2), a4 ∈ H(Z1, X2, Y2) ìîð�èçì

∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣ (a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè µ1 ◦ · · · ◦ µ21, ãäå

µ1 = a1 ⊗ a4,

µ2 = ((wX1
⊗ wY1

)⊗ wZ1
)⊗ ((idZ1

⊗ wX2
)⊗ idY2

),
µ3 = α−1

(X1⊗Y1)⊗Z1,Z1⊗X2,Y2
,

µ4 = α−1
(X1⊗Y1)⊗Z1,Z1,X2

⊗ idY2
,

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 39-93

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 39-93



Êîðàáë¼â Ô. �. 85

µ5 = (αX1⊗Y1,Z1,Z1
⊗ idX2

)⊗ idY2
,

µ6 = (((idX1
⊗ idY1

)⊗ dZ1
)⊗ idX2

)⊗ idY2
,

µ7 = (((idX1
⊗ idY1

)⊗ a3)⊗ idX2
)⊗ idY2

,

µ8 = (α−1
X1⊗Y1,Y1⊗Z2,X2

⊗ idX2
)⊗ idY2

,

µ9 = ((α−1
X1⊗Y1,Y1,Z2

⊗ idX2
)⊗ idX2

)⊗ idY2
,

µ10 = (((αX1,Y1,Y1
⊗ idZ2

)⊗ idX2
)⊗ idX2

)⊗ idY2
,

µ11 = ((((idX1
⊗ dY1

)⊗ idZ2
)⊗ idX2

)⊗ idX2
)⊗ idY2

,

µ12 = αX1⊗Z2,X2,X2
⊗ idY2

,

µ13 = ((idX1
⊗ idZ2

)⊗ dX2
)⊗ idY2

,

µ14 = ((idX1
⊗ a2)⊗ idZ2

)⊗ idY2
,

µ15 = ((idX1
⊗ ((idX1

⊗ wY2
)⊗ wZ2

))⊗ idZ2
)⊗ idY2

,

µ16 = αX1,(X1⊗Y2)⊗Z2,Z2
⊗ idY2

,

µ17 = (idX1
⊗ αX1⊗Y2,Z2,Z2

)⊗ idY2
,

µ18 = (idX1
⊗ ((idX1

⊗ idY2
)⊗ dZ2

))⊗ idY2
,

µ19 = α−1
X1,X1,Y2

⊗ idY2
,

µ20 = (dX1
⊗ idY2

)⊗ idY2
,

µ21 = dY2
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîð�èçìîâ µi, i = 1, . . . , 21, òàê æå êàê â äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû 9, ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà ðàçáèåíèÿ äèàãðàììû,

èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå 37, âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè íà ýëåìåíòàðíûå

ñëîè.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå àêêóðàòíîãî âû÷èñëå-

íèÿ âñåõ ýòèõ ìîð�èçìîâ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ïðîñòûõ îáú-

åêòîâ X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2 ∈ I.

4.7.4 Ñïåöèàëüíûå ñïàéíû è èíâàðèàíò tvε

Â êíèãå [2℄ êîíñòðóêöèÿ èíâàðèàíòîâ òèïà Òóðàåâà � Âèðî, âîçíèêàþùèõ

èç ìîäóëÿðíûõ êàòåãîðèé, èñïîëüçóåò òðèàíãóëÿöèè òð¼õìåðíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîéñòâåííûé ïîäõîä è îïèøåì èíâàðèàíò

tvε ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äâóìåðíûé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ëèíê êàæäîé åãî òî÷êè x ∈ P ãîìåîìîð�åí ëèáî îêðóæíîñòè (ðèñ.

38 ñëåâà, òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè), ëèáî îêðóæíîñòè ñ

äèàìåòðîì (ðèñ. 38 â öåíòðå, òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òðîéíûìè òî÷-

êàìè), èëè îêðóæíîñòè ñ äâóìÿ äèàìåòðàìè (ðèñ. 38 ñïðàâà, òàêèå

òî÷êè íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè âåðøèíàìè);

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 39-93

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 39-93



86 Èíâàðèàíòû óçëîâ è òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé

2. Îáúåäèíåíèå âñåõ òðîéíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì

îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òðîéíûìè ëèíèÿìè;

3. Îáúåäèíåíèå âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíå-

íèåì îòêðûòûõ äâóìåðíûõ äèñêîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ 2-êîìïîíåí-

òàìè.

x x x

�èñ. 38: �åãóëÿðíàÿ òî÷êà (ñëåâà), òðîéíàÿ òî÷êà (â öåíòðå), èñòèííàÿ

âåðøèíà (ñïðàâà)

Ñïåöèàëüíûé ïîëèýäð P ⊂ M íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì çà-

ìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , åñëè åãî äîïîëíåíèå M \ P ãî-

ìåîìîð�íî îòêðûòîìó òð¼õìåðíîìó øàðó. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî

îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì çàìêíóòûõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîýòîìó íàì

íå òðåáóåòñÿ îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ñïàéíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òð¼õìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü èíâàðèàíò tvε. Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé

ñïàéí çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Îáîçíà÷èì V(P ) ìíîæå-
ñòâî èñòèííûõ âåðøèí, E(P ) ìíîæåñòâî òðîéíûõ ð¼áåð, è C(P ) ìíîæå-
ñòâî 2-êîìïîíåíò ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P . Ïîä ðàñêðàñêîé ñïàéíà P áóäåì

ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå ζ : C(P ) → {1,A}. Îïðåäåëèì âåñ {P}ζ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Êàæäîé èñòèííîé âåðøèíå v ∈ V(P ) ñîïîñòàâèì 6j-ñèìâîë∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣, ãäå X1, X2, X3 � öâåòà 2-êîìïîíåíò, èíöèäåíòíûõ îäíîé

òðîéíîé ëèíèè â îêðåñòíîñòè èñòèííîé âåðøèíû v, à X2, Y2, Z2 � öâå-

òà ïðîòèâîïîëîæíûõ èì êîìïîíåíò (ðèñ. 39 ñëåâà). Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ

6j-ñèìâîëû, îïðåäåë¼ííûå â òåîðåìå 10. Òîãäà âåñ {P}ζ � ýòî ðåçóëüòàò

ñâ¼ðòêè âñåõ ýòèõ òåíçîðîâ, ñîïîñòàâëåííûõ âñåì èñòèííûì âåðøèíàì.

Ñâ¼ðòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïàðèâàíèÿ, îïðåäåë¼ííîãî â òåîðåìå

9.

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çíà÷åíèå âåñà {P}ζ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü X, Y, Z � öâåòà òð¼õ 2-êîìïîíåíò, ïðèìûêàþùèõ

ê îäíîé òðîéíîé ëèíèè. Ñîïîñòàâèì åé çíà÷åíèå, îáðàòíîå ðåçóëüòàòó

ñïàðèâàíèÿ (1, 1)XY Z
(ðèñ. 39 ñïðàâà). Òîãäà âåñ {P}ζ ðàâåí ïðîèçâåäå-

íèþ ýòèõ çíà÷åíèé, ñîïîñòàâëåííûõ êàæäîé òðîéíîé ëèíèè, è çíà÷åíèé
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6j-ñèìâîëîâ, ñîïîñòàâëåííûõ âñåì èñòèííûì âåðøèíàì, âû÷èñëåííûõ íà

àðãóìåíòå 1⊗1⊗1⊗1. Äàííîå îïðåäåëåíèå âåñà {P}ζ äåéñòâèòåëüíî ýêâè-
âàëåíòíî ïðåäûäóùåìó. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê âñå íåòðèâèàëüíûå ìîäóëè

H(X, Y, Z) îäíîìåðíû, òî ñâ¼ðòêà 6j-ñèìâîëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîå
ïðîèçâåäåíèå èõ êîîðäèíàò, òî åñòü çíà÷åíèé ýòèõ òåíçîðîâ íà àðãóìåíòå

1⊗ 1⊗ 1⊗ 1, ðàçäåë¼ííîå íà êîý��èöèåíòû ñïàðèâàíèÿ.

Z1

Y1
X1

X2

Y2

Z2 →
∣∣∣∣
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣
Y

X

Z
→ 1

(1, 1)XY Z

�èñ. 39: 6j-ñèìâîë ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîé âåðøèíå (ñëåâà), çíà÷åíèå, îá-

ðàòíîå ðåçóëüòàòó ñïàðèâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóåò òðîéíîé ëèíèè (ñïðàâà)

Ïóñòü ζ � ðàñêðàñêà ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P . Îáîçíà÷èì |ζ |A ÷èñëî

2-êîìïîíåíò, ïîêðàøåííûõ öâåòîì A. Òîãäà îïðåäåëèì

tvε(P ) =
∑

ζ

ε|ζ|A · {P}ζ,

ãäå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàñêðàñêàì ñïàéíà P .

Íàøå îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà òèïà Òóðàåâà � Âèðî îòëè÷àåòñÿ îò îá-

ùåãî îïðåäåëåíèÿ, èçëîæåííîãî â [2, Ïàðàãðà� VII.1.3℄. Ìû íå èñïîëüçóåì

ìíîæèòåëü

1
D2V , ãäå V � ÷èñòî âåðøèí â òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ. Â

íàøåì ñëó÷àå äîïîëíåíèå ê ñïàéíó â ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îò-

êðûòûì òð¼õìåðíûì øàðîì, ïîýòîìó ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî îïóñòèòü.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü P1 è P2 � äâà ñïåöèàëüíûõ ñïàéíà çàìêíóòîãî

òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà tvε(P1) = tvε(P2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç [2, Òåîðåìà VII.1.4℄.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå tvε(M), ðàâíîå tvε(P )
äëÿ ëþáîãî ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M .

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M :

|rtε(M)|2 = tvε(M)

ε+ 2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç [2, Òåîðåìà VII.4.1.1℄.
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4.8 ε-èíâàðèàíò

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü ε-èíâàðèàíò

äëÿ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [21, �ëàâà 8℄). Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîä-

õîä, áëèçêèé ê îïðåäåëåíèþ èíâàðèàíòà tvε.

Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé ñïàéí çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

M , è ïóñòü η : C(P ) → {0, 1} � ðàñêðàñêà ñïàéíà P â äâà öâåòà: 0 è 1.

Îïðåäåëèì âåñ êàæäîãî öâåòà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ω0 = 1 è ω1 = ε, ãäå,

êàê è ðàíåå, ε2 = ε+ 1.
Ïóñòü v ∈ V(P ) � èñòèííàÿ âåðøèíà ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P . Îêðåñò-

íîñòü ýòî âåðøèíû ñîäåðæèò øåñòü 2-êîìïîíåíò. Ïóñòü i, j, k ∈ {0, 1} �

öâåòà 2-êîìïîíåíò, èíöèäåíòíûõ îäíîé òðîéíîé ëèíèè â îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû v, è ïóñòü l, m, n � öâåòà ïðîòèâîïîëîæíûõ èì 2-êîìïîíåíò. Îïðå-

äåëèì âåñ ωv èñòèííîé âåðøèíû v ñ ïîìîùüþ 6j-ñèìâîëîâ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ωv =

∣∣∣∣
i j k

l m n

∣∣∣∣
′
,

ãäå

∣∣∣∣
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣
′
= 1,

∣∣∣∣
0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣
′
= 1√

ε
,

∣∣∣∣
0 1 1
0 1 1

∣∣∣∣
′
= 1

ε
,

∣∣∣∣
0 1 1
1 1 1

∣∣∣∣
′
= 1

ε
,

∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1

∣∣∣∣
′
= − 1

ε2
,

è ωv = 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Çäåñü ìû èñïîëüçóåì 6j-ñèìâîëû ñî øòðèõîì, ÷òîáû íå ïóòàòü èõ ñ

6j-ñèìâîëàìè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëè ðàíüøå. Çíà÷åíèå ε-èíâàðèàíòà (êî-
òîðûé îáîçíà÷àåòñÿ t) äëÿ òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿM îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

t(M) =
∑

η


 ∏

c∈C(p)
ωη(c) ·

∏

v∈V(P )

ωv


 ,

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ðàñêðàñêàì ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P çàìêíóòîãî

òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .

Òåîðåìà 13. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M

tvε(M) = t(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíîé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå tvε(M) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåò-
ðîâ x, y è z, èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè ïîñòðîåíèè.
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Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ M , è ïóñòü ζ : C(P ) →
{1,A} � íåòðèâèàëüíàÿ ðàñêðàñêà (òî åñòü {P}ζ 6= 0). �àçîáü¼ì âñå èñ-

òèííûå âåðøèíû ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P íà ïÿòü êëàññîâ, â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, ñêîëüêî ñìåæíûõ ñ íèìè 2-êîìïîíåíò ðàñêðàøåíî öâåòîì A. Ïóñòü

k0 � ÷èñëî èñòèííûõ âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ âñå ñìåæíûå 2-êîìïîíåíòû

ïîêðàøåíû öâåòîì 1, k1 � ÷èñëî èñòèííûõ âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî

òðè ñìåæíûõ 2-êîìïîíåíòû ïîêðàøåíû öâåòîì A, k2 � ÷èñëî èñòèííûõ

âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî ÷åòûðå ñìåæíûõ 2-êîìïîíåíòû ïîêðàøåíû

öâåòîì A, k3 � ÷èñëî èñòèííûõ âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî ïÿòü ñìåæ-

íûõ 2-êîìïîíåíò ïîêðàøåíû öâåòîì A, è, íàêîíåö, k4 � ÷èñëî èñòèííûõ

âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ âñå ñìåæíûå 2-êîìïîíåíòû ïîêðàøåíû öâåòîì A.

Òîãäà

{P}ζ =
(
y3z3√
ε

)k1

·
(
y4z4

ε

)k2

·
(
xy5z5

ε

)k3

·
(
−x

2y6z6

ε2

)k4

·
(

1

xy3z3

)k3+2k4

·
(

1

z2y2

) 3

2
k1+2k2+k3

.

Ïîñëåäíèå äâà ìíîæèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþò òðîéíûì ëèíèÿì ñïàéíà P . ×èñ-

ëî òðîéíûõ ëèíèé, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî îäíà ñìåæíàÿ 2-êîìïîíåíòà ïîêðà-

øåíà öâåòîì 1, ðàâíî
3
2
k1+2k2+ k3, à ÷èñëî òðîéíûõ ëèíèé, äëÿ êîòîðûõ

âñå òðè ñìåæíûõ 2-êîìïîíåíòû ïîêðàøåíû öâåòîì A, ðàâíî k3 + 2k4.
Â âûðàæåíèè äëÿ çíà÷åíèÿ {P}ζ îáùàÿ ñòåïåíü ïàðàìåòðà x ðàâíà

k3 + 2k4 − k3 − 2k4 = 0, è îáùèå ñòåïåíè ïàðàìåòðîâ y è z îäèíàêîâûå è

ðàâíû 3k1 + 4k2 + 5k3 + 6k4 − 3k3 − 6k4 − 3k1 − 4k2 − 2k3 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå {P}ζ íå çàâèñèò îò âûáîðà çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ x, y, z ∈ C. Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü x = y = z = 1, è òîãäà �îðìóëà

äëÿ çíà÷åíèÿ tvε(M) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé äëÿ çíà÷åíèÿ t(M)
(ïîñëå çàìåíû 1 íà 0 è A íà 1).

Ïðèìåð 10. Èíâàðèàíò rtε ñèëüíåå èíâàðèàíòà tvε. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå ðàçíûõ çíà÷åíèÿ ε-èíâàðèàíòà äëÿ ëèíçî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ ([15℄, [21, Òåîðåìà 8.1.28℄).

Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ, ÷òî tvε(L1,1) = tvε(L4,1) = 1, íî

rtε(L1,1) =
1√
ε+2

∈ R è rtε(L4,1) =
(ε+1)·(1+βε)2

(ε+2)
3
2

∈ C \ R.

Òàêèì îáðàçîì, rtε(L1,1) 6= rtε(L4,1).
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