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Àííîòàöèÿ

Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðå-

ìåííûì çàïàçäûâàíèåì, âîçíèêàþùåãî ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè

ïîïóëÿöèé. Èçó÷àåìîå óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì óðàâ-

íåíèåì, îòðàæàþùèì äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè èíäèâèäóóìîâ ïîïóëÿöèè,

íàõîäÿùèõñÿ â ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Äëÿ àíàëèçà óñòîé-

÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñ-

ïîëüçîâàí �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî è ìåòîä èíòåãðàëüíûõ

íåðàâåíñòâ. Ïîñòðîåíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè

ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ îñíîâíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèé

èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ëèíåéíîå íåàâòîíîìíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûì çà-

ïàçäûâàíèåì, óñòîé÷èâîñòü, �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî, ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè.
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Abstrat

The stability onditions of the trivial equilibrium position for a linear

nonautonomous di�erential equation with variable delay arising in the

simulation of population dynamis are investigated. The equation under

study is supplemented by an auxiliary equation re�eting the dynamis of

the number of individuals in the population at an intermediate stage of

development. To analyze the stability of the trivial equilibrium position

of the basi equation, the Lyapunov-Krasovsky funtional and the method

of integral inequalities are used. Upper and lower exponential estimates of

solutions to the Cauhy problem for the main and auxiliary equations of

the system under study are onstruted.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé. Ïðèìåðû

èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â çàäà÷àõ

áèîëîãèè, ýêîëîãèè, èììóíîëîãèè è ýïèäåìèîëîãèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà íåàâòîíîìíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì, ïåðâîå èç êîòîðûõ ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíûì è îïðåäåëÿåò äèíàìèêó âñåé ïîïóëÿöèè â öåëîì. Âòî-

ðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì è îïèñûâàåò äèíàìèêó ãðóïïû

èíäèâèäóóìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Óðàâíå-

íèÿ äîïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ñîäåðæàùèìè íåîòðèöàòåëüíóþ

íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ è èíòåãðàë îò íåå ïî ïðîìåæóòêó, ó÷èòûâàþùå-

ìó íà÷àëüíîå çàïàçäûâàíèå. Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûå äàííûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè èçó÷åíèè ïîïóëÿöèé,

ðàçâèâàþùèõñÿ â íåñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû.

Â çàäà÷è ðàáîòû âõîäèò: 1) íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé àñèìïòî-

òè÷åñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç îñíîâíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèé,

2) ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè óêàçàííîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, 3) ïîñòðîåíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ðåøåíèé çàäà÷è Êî-

øè äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

� 2. Èçó÷àåìûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü µ > 0, λ > 0 � êîíñòàíòû, η(t) ≥ 1 � íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ
�óíêöèÿ, t ∈ [0,∞), h(t) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, γ(t)
� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

t− ω1 ≤ h(t) ≤ t− ω2, dL ≤ ḣ(t) =
dh(t)

dt
≤ dU , t ∈ (−th,∞),

γ1 ≤ γ(t) ≤ γ2, t ∈ (−ω1,∞), (2.1)

ãäå th > 0, ω1 > ω2 > 0, 0 < dL ≤ 1, dU ≥ dL, 0 < γ1 ≤ γ2 � íåêîòîðûå

êîíñòàíòû.

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

dx(t)

dt
= η(t)e−λ(t−h(t))γ(h(t))x(h(t))ḣ(t)− (µ+ γ(t))x(t), t ≥ 0, (2.2)

x(s) = x0(s), s ∈ [h(0), 0], (2.3)
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Ïåðöåâ Í.Â. 137

ãäå íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ x0(s) íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà. Óðàâíåíèå

(2.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.3) èçó÷àåòñÿ ñîâìåñòíî ñ äîïîëíèòåëüíûì

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

y(t) =

∫ t

h(t)

e−λ(t−a)γ(a)x(a)da, t ≥ 0, (2.4)

èëè çàäà÷åé Êîøè

dy(t)

dt
= γ(t)x(t)− λy(t)− e−λ(t−h(t))γ(h(t))x(h(t))ḣ(t), t ≥ 0, (2.5)

y(0) =

∫ 0

h(0)

eλsγ(s)x0(s)ds. (2.6)

Ïîä ïðîèçâîäíûìè ïåðåìåííûõ x(t), y(t) ïðè t = 0 ïîíèìàþòñÿ ïðàâîñòî-
ðîííèå ïðîèçâîäíûå.

Ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â

(2.1)�(2.6). Ïåðåìåííûå x(t), y(t) îïèñûâàþò ÷èñëåííîñòü íåêîòîðîé ïîïó-
ëÿöèè, ïðè÷åì x(t) îòðàæàåò äèíàìèêó îñíîâíîé (ïåðâîé) ãðóïïû èíäèâè-

äóóìîâ, òîãäà êàê y(t) � äèíàìèêó ãðóïïû èíäèâèäóóìîâ, êîòîðûå ìîãóò

ïðîèçâîäèòü ïîòîìñòâî (âòîðàÿ ãðóïïà). Êîíñòàíòû µ, λ îçíà÷àþò èíòåí-

ñèâíîñòè ãèáåëè èíäèâèäóóìîâ ïåðâîé è âòîðîé ãðóïïû, �óíêöèÿ γ(t) �
èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èíäèâèäóóìîâ èç ïåðâîé ãðóïïû âî âòîðóþ.

Ôóíêöèÿ h(t) çàäàåò ìîìåíò íà÷àëà ïåðåõîäà èíäèâèäóóìîâ ïåðâîé

ãðóïïû âî âòîðóþ, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè çàâåðøèëè ïðåáûâàíèå â ýòîé

ãðóïïå è âåðíóëèñü îáðàòíî â ïåðâóþ ãðóïïó â ìîìåíò âðåìåíè t. Âû-
ðàæåíèå ω(t) = t − h(t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ

èíäèâèäóóìîâ âî âòîðîé ãðóïïå, è, êàê ñëåäóåò èç (2.1), ýòà äëèòåëüíîñòü

îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíòàìè ω1, ω2. Îãðàíè÷å-

íèå íà ḣ(t), óêàçàííîå â (2.1), îçíà÷àåò, ÷òî h(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,

à ñêîðîñòü åå ðîñòà ìîæåò ëîêàëüíî ìåíÿòüñÿ îò ìàëûõ äî îòíîñèòåëü-

íî áîëüøèõ çíà÷åíèé â ïðåäåëàõ ïðîìåæóòêà [dL, dU ], îäíàêî, åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî t∗ âåðíî h(t∗) = t∗ − ω2, òî ḣ(t∗) ≤ 1.

Ìíîæèòåëü exp(−λ(t − h(t))) = exp(−λω(t)) îçíà÷àåò äîëþ èíäèâè-

äóóìîâ ïåðâîé ãðóïïû, êîòîðûå ïîñòóïèëè âî âòîðóþ ãðóïïó â ìîìåíò

âðåìåíè h(t), è íå ïîãèáëè, íàõîäÿñü âî âòîðîé ãðóïïå â òå÷åíèå ïðîìå-

æóòêà âðåìåíè (h(t), h(t) + ω(t)) = (h(t), t) äëèòåëüíîñòüþ ω(t). Ôóíêöèÿ
η(t) çàäàåò ÷èñëåííîñòü ïðîèçâåäåííîãî ïîòîìñòâà â ðàñ÷åòå íà îäíîãî

èíäèâèäóóìà âòîðîé ãðóïïû â ñëó÷àå η(t) > 1. �àâåíñòâî η(t) = 1 îçíà÷à-
åò, ÷òî èíäèâèäóóì âòîðîé ãðóïïû, âîçâðàùàþùèéñÿ â ïåðâóþ ãðóïïó, íå

ïðîèçâîäèò ïîòîìñòâà.
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138 Óñòîé÷èâîñòü è äâóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé

Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âûáðàí ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ
äèíàìèêè èçó÷àåìûõ ïîïóëÿöèé ïðè t > 0, ¾ñòàðòóþùèõ¿ èç íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ, çàäàííîãî (2.3), (2.6).

�åøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.2), (2.3) íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0,∞) íàçî-

âåì íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞) �óíêöèþ x(t), íåïðåðûâíî-
äè��åðåíöèðóåìóþ íà ïðîìåæóòêå [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ (2.3) è óðàâíåíèþ (2.2) äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) (ñ ó÷åòîì ïðàâîñòî-

ðîííåé ïðîèçâîäíîé ïðè t = 0).
Çàäà÷ó Êîøè (2.2), (2.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåð ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè æèâûõ ñèñòåì â �îðìå ñòàäèÿ-çàâèñèìîé ìîäåëè äèíàìèêè

ïîïóëÿöèé, èññëåäîâàííîé â [1℄. Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü è ñòðóêòóðó óðàâ-

íåíèÿ (2.2), ïîëîæèòåëüíîñòü êîíñòàíò, ñâîéñòâà η(t), γ(t), h(t), x0(t), âõî-
äÿùèõ â (2.2), (2.3), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.2), (2.3) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Äàí-

íîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäïîëîæåíèÿ

(H3), ëåììû 5 è òåîðåìû 1 èç [1℄. Îáðàùàÿñü ê (2.4), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

ïåðåìåííàÿ y(t) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ïðîìåæóò-

êå [0,∞). �àññìàòðèâàÿ (2.4) ïðè t = 0 è äè��åðåíöèðóÿ (2.4) ïðè t > 0,
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.5),

(2.6) íà ïðîìåæóòêå [0,∞) (ñ ó÷åòîì ïðàâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ïðè

t = 0). Èíòåãðèðóÿ (2.5) ïî �îðìóëå âàðèàöèè ïîñòîÿííîé è âûïîëíÿÿ

ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.6), ïðèõîäèì

îò (2.5), (2.6) ê óðàâíåíèþ (2.4). Â èòîãå óáåæäàåìñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4) è çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6).

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

(íåóñòîé÷èâîñòè) òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíå-

íèÿ (2.2), êîòîðîå âîçíèêàåò êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.2), (2.3) ïðè

x0(s) ≡ 0. Îïèðàÿñü íà (2.2), (2.3), òàêæå áóäåì èçó÷àòü (2.5), (2.6), äëÿ

êîòîðûõ y(t) ≡ 0 � òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (2.5), åñëè â (2.6)

y(0) = 0, è x(t) ≡ 0. Îäíîâðåìåííî ñ íàõîæäåíèåì óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

(íåóñòîé÷èâîñòè) òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2), (2.5) ïîñòðîèì â ÿâíîé �îðìå íèæíèå è âåðõíèå

îöåíêè ðåøåíèé x(t), y(t) çàäà÷è Êîøè (2.2), (2.3), (2.5), (2.6).

Îïèðàÿñü íà [2℄ (ãë. 2, ñ. 91), îñîáî îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (2.2),

(2.5) íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òðèâèàëüíîìó ïîëîæåíèþ

ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â �îðìå ñîîòíîøåíèé (2.3), (2.6), ñîäåðæà-

ùèõ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå è íåïðåðûâíûå íà÷àëüíûå �óíêöèè.

� 3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è îöåíêè ðåøåíèé

3.1. Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíî îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäî-

âàíèþ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 íåàâ-
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òîíîìíîãî ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûì çàïàç-

äûâàíèåì

dx(t)

dt
= −a(t)x(t)− b(t)x(t− r(t)), (3.1)

ðàññìîòðåííîãî â ìîíîãðà�èè [3℄ (ãë. 5, ñ. 136, 137). Â óðàâíåíèè (3.1)

a(t), b(t) � îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè, t ∈ (−∞,∞), ïðè÷åì
äëÿ âñåõ t âåðíî a(t) ≥ δ > 0. Êðîìå òîãî, r(t) � íåïðåðûâíî äè��ðåíöè-
ðóåìà, îãðàíè÷åíà è 1 − ṙ(t) > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé àñèìïòîòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (3.1) â [3℄ èñïîëüçîâàí �óíêöèîíàë

Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî

V (t, xt) =
1

2
x2(t) + α

∫ t

t−r(t)

x2(a)da, (3.2)

ãäå α > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèîíàëà (3.2) â ñèëó

óðàâíåíèÿ (3.1) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dV (t, xt)

dt
= −[(a(t)−α)x2(t)+b(t)x(t)x(t−r(t))+α(1−ṙ(t))x2(t−r(t))]. (3.3)

Ïðèíèìàÿ, ÷òî â (3.3) âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàçóåò ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó, è ïîëàãàÿ α = δ/2, ïîëó÷åíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íåðàâåíñòâî

(2a(t)− δ)δ(1− ṙ(t)) > b2(t) (3.4)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t. Òîãäà òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (3.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îïðåäå-

ëåíèå ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèâåäåíî â [3℄ (ãë. 5, ñ.

130), à ñàì òåðìèí ïîíèìàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì, ò.å. ïî

îòíîøåíèþ ê ïàðå (σ, ϕ), ãäå σ � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ϕ � íà÷àëü-

íàÿ �óíêöèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x = x(σ, ϕ)(t)
äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè t ≥ σ.

Ïðèìåíèì óêàçàííûé ïîäõîä ê óðàâíåíèþ (2.2), ó÷èòûâàÿ, ÷òî (2.2)

èçó÷àåòñÿ íà ïîëóîñè t ∈ [0,∞). Çàìåíèì t− r(t) íà �óíêöèþ h(t) è ïîëî-
æèì a(t) = µ+ γ(t), b(t) = −g(t)ḣ(t), ãäå

g(t) = η(t)e−λ(t−h(t))γ(h(t)). (3.5)

Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ çàìåíó è îáîçíà÷åíèÿ, èç (3.2), (3.3) ïî àíàëîãèè ñ

(3.4) ïîëó÷àåì, ÷òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ
(2.2) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè íåðàâåíñòâî

(2γ(t) + µ− γ1)(µ+ γ1) > ḣ(t)g2(t) (3.6)
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0,∞).
Íåðàâåíñòâî (3.6) ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîãî âûïîëíåíèÿ ïî t ∈ [0,∞)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû è äðóãèå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü èëè àñèìïòîòè÷å-

ñêóþ óñòîé÷èâîñòü (ïðè �èêñèðîâàííîì t = σ = 0), âîçíèêàþùèå ïðè

âûáîðå �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî, îòëè÷íîãî îò (3.2), è èñïîëü-

çîâàíèè ðÿäà èçâåñòíûõ òåîðåì (ñì., â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû, ïðèâåäåííûå

â ãë. 2 ìîíîãðà�èè [2℄). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûáåðåì �óíêöèîíàë

V (t, xt) = x2(t) + (µ+ γ1)

∫ t

h(t)

x2(a)da, (3.7)

ñîäåðæàùèé êîíñòàíòó γ1 � íèæíþþ îöåíêó �óíêöèè γ(t). Ïðîèçâîäíàÿ
�óíêöèîíàëà (3.7) â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.2) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

dV (t, xt)

dt
= −2(µ+ γ(t))x2(t) + 2g(t)ḣ(t)x(t)x(h(t))

+(µ+ γ1)x
2(t)− (µ+ γ1)x

2(h(t))ḣ(t)

≤ −(µ + γ1)(x
2(t) + x2(h(t))ḣ(t)) + g(t)(ḣ(t))1/2(x2(t) + x2(h(t))ḣ(t))

≤ −[(µ + γ1)− sup
t∈[0,∞)

{g(t)(ḣ(t))1/2}](x2(t) + x2(h(t))ḣ(t)). (3.8)

Îïèðàÿñü íà (3.8), ïðèìåì, ÷òî

µ+ γ1 > sup
t∈[0,∞)

{g(t)(ḣ(t))1/2}. (3.9)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.5 è ïðèìåðû 5.2�5.4 èç [2℄ (ãë. 2, ñ. 142�147), ïîëó÷à-

åì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (3.9) òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0
óðàâíåíèÿ (2.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ñ ó÷åòîì âûáîðà óêàçàííîé âû-

øå íà÷àëüíîé �óíêöèè.

Âîçâðàùàÿñü ê (3.6), èñïîëüçóåì íèæíþþ îöåíêó �óíêöèè γ(t) è çà-

ìåíèì 2γ(t) + µ − γ1 íà 2γ1 + µ − γ1 = µ + γ1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ + γ1 > 0,
ḣ(t) > 0, g(t) ≥ 0, âìåñòî (3.6) ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

µ+ γ1 > g(t)(ḣ(t))1/2

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0,∞), ÷òî �àêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê (3.9).

Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ó÷èòûâàÿ íåîò-

ðèöàòåëüíîñòü íà÷àëüíîé �óíêöèè â (2.3), ïðèìåì, ÷òî 0 ≤ x(t) ≤ x∗,
t ∈ [h(0),∞), è x(t) → +0 ïðè t → +∞. Ïåðåõîäÿ îò (2.5), (2.6) ê (2.4),

ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ y(t) ≤

∫ t

h(t)

e−λ(t−a)γ2x∗da = y∗ = γ2x∗(1− e−λω1)/λ,
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0 ≤ y(t) ≤ γ2ω(t)x(θ(t)), θ(t) ∈ (t− ω(t), t), t ∈ [0,∞).

Èìååì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) ïåðåìåííàÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé
è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êîíñòàíòîé y∗, ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò êîíñòàíòû x∗.
Ïîñêîëüêó ω(t) ïîëîæèòåëüíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, òî θ(t) → +∞,

x(θ(t)) → +0 è y(t) → +0 ïðè t → +∞. Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ îçíà-

÷àþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 ñèñòåìû (2.2), (2.5) ïðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (2.3), (2.6).

Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå ïîñòðîåíèå ÿâíûõ îöåíîê äëÿ ïåðå-

ìåííûõ x(t), y(t) ñ ïîìîùüþ �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî (3.7)

òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé. Âìåñòå ñ òåì, íåðàâåíñòâà âèäà (3.9) áóäóò

èñïîëüçîâàíû äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê íà ïåðå-

ìåííûå x(t), y(t).
3.2. Îáðàòèìñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, â êîòîðîì η(t) ≡ 1. Cêëàäûâàÿ

óðàâíåíèÿ (2.2), (2.5) è ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü x(t), y(t), ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèÿì

d(x(t) + y(t))

dt
= −µx(t)− λy(t) ≤ −min{µ, λ}(x(t) + y(t)), t ≥ 0. (3.10)

Ïðîèíòåãðèðóåì (3.10), óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà íà

âñïîìîãàòåëüíóþ ýêñïîíåíòó exp(min{µ, λ}t). Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ (2.3), (2.6) è âûïîëíÿÿ ñòàíäàðòíûå âûêëàäêè, ïðèõîäèì ê îöåíêàì

0 ≤ x(t) + y(t) ≤ (x0(0) + y(0))e−min{µ,λ}t, t ≥ 0. (3.11)

Èç (3.11) ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2), (2.5) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî ïðè èñïîëüçî-

âàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3), (2.6), è äëÿ ðåøåíèÿ x(t), y(t) çàäà÷è Êîøè
(2.2), (2.3), (2.5), (2.6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.11). Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò

èìååò î÷åâèäíóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïðè η(t) ≡ 1 îòñóòñòâóåò ðàçìíîæåíèå

èíäèâèäóóìîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ñíèæàåòñÿ çà ñ÷åò

ãèáåëè èíäèâèäóóìîâ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîé âõîäèò â ïîêàçàòåëü ýêñïî-

íåíòû, ïðèâåäåííîé â (3.11).

3.3. Ïóñòü η(t) 6≡ 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2)

ïåðåéäåì îò çàäà÷è Êîøè (2.2), (2.3) ê ýêâèâàëåíòíîìó èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ, äîïîëíåííîìó íà÷àëüíûì óñëîâèåì, à èìåííî:

x(t) = (Lx)(t), t ≥ 0, x(s) = x0(s), s ∈ [h(0), 0]. (3.12)

Âûðàæåíèå äëÿ (Lx)(t) â (3.12) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ (2.2) ïî

�îðìóëå âàðèàöèè ïîñòîÿííîé ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ (2.3):

(Lx)(t) = e−
∫
t

0
(µ+γ(s))dsx0(0) +

∫ t

0

e−
∫
t

a
(µ+γ(s))dsg(a)ḣ(a)x(h(a))da,
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t ≥ 0, (3.13)

ãäå g(t) óêàçàíà â (3.5). Ïðèìåì, ÷òî â (3.12) x(0)(s) 6≡ 0. �åøåíèåì çà-

äà÷è (3.12) íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0, τ ], τ > 0, íàçîâåì íåïðåðûâíóþ

íà ïðîìåæóòêå [h(0), τ ] �óíêöèþ x = x(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ è èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ â (3.12) äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ]. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à (3.12) èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [0,∞), åñëè ýòà
çàäà÷à èìååò ðåøåíèå íà êàæäîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0, τ ].

Ïðèìåíèì äàëåå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ìîíî-

òîííûõ îïåðàòîðîâ è èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ [4℄ (ãë. 3, ñ. 329�349), [5℄

(ãë. 1, ñ. 43�59), [6℄ (ñ. 140, 141). Îáîçíà÷èì

ρ = sup
t∈[0,∞)

{g(t)ḣ(t)} > 0, (3.14)

è ïðèìåì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ+ γ1 > ρ. (3.15)

Â äîïîëíåíèå ê (3.13) ââåäåì

(L̂x)(t) = e−(µ+γ1)t
(
x0(0) +

∫ t

0

e(µ+γ1)aρx(h(a))da
)
, t ≥ 0. (3.16)

Ïîëàãàåì, ÷òî â (3.16), ðàâíî êàê è â (3.13), ïîä x = x(t) ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ
�óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞). Îòìåòèì

âàæíûå ñâîéñòâà (Lx)(t), (L̂x)(t). Ïóñòü �óíêöèè x = x(t), x1 = x1(t),
x2 = x2(t) îïðåäåëåííû, íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞) è âûïîë-

íåíû íåðàâåíñòâà x1(t) ≤ x2(t), t ∈ [h(0),∞). Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞)
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(Lx)(t) ≤ (L̂x)(t), (Lx1)(t) ≤ (Lx2)(t), (L̂x1)(t) ≤ (L̂x2)(t).

Åñëè x = x(t) íåîòðèöàòåëüíà, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) âåðíû íåðàâåíñòâà

(Lx)(t) ≥ 0, (L̂x)(t) ≥ 0.
Ñëåäóÿ [7℄, ïîñòðîèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.12) îöåíêè âèäà

0 ≤ x(t) ≤ u(t) = c0e
−r0t, t ∈ [0,∞), c0 > 0, 0 < r0 < µ+ γ1. (3.17)

Íà ïåðâîì ýòàïå �óíêöèþ u(t) è åå ïàðàìåòðû áóäåì èñêàòü êàê ðåøå-

íèå íåðàâåíñòâ

0 ≤ (Lu)(t) ≤ (L̂u)(t) ≤ u(t), t ∈ [0,∞). (3.18)
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Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå t− h(t) = ω(t), îãðàíè÷åíèÿ 0 < ω2 ≤ ω(t) ≤ ω1

è âûïîëíÿÿ ïðîìåæóòî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îò (3.18) ïðèõîäèì ê íåðà-

âåíñòâó

x0(0) + c0
e(µ+γ1−r0)t − 1

µ+ γ1 − r0
ρer0ω1 ≤ c0e

(µ+γ1−r0)t, t ∈ [0,∞). (3.19)

Ïîëîæèì, ÷òî c0 ≥ x0(0) ëèáî c = c0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, åñëè

x0(0) = 0. Îïèðàÿñü íà (3.15) âûáåðåì r0 êàê åäèíñòâåííûé íà ïðîìåæóòêå
(0, µ+ γ1) êîðåíü r∗ óðàâíåíèÿ

µ+ γ1 − r0 = ρer0ω1 . (3.20)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííûõ µ, γ1, ρ, ω1 êîðåíü r∗ óðàâíåíèÿ (3.20)

ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåí ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå c0 > 0, r0 = r∗, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.19)
ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Â ñàìîì äåëå, (3.19) áóäåò âåðíî ïðè t = 0, à ïðè t > 0
ïðîèçâîäíûå �óíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (3.19), ñîâïàäàþò.

Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ u(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3.18).

Íà âòîðîì ýòàïå ñîïîñòàâèì u(s) è x0(s). Çà�èêñèðóåì r0 = r∗ è ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

0 ≤ x0(s) ≤ u(s) = c0e
−r∗s, s ∈ [h(0), 0].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x(0)(s) 6≡ 0, âûáåðåì èñêîìóþ êîíñòàíòó â âèäå

c0 = c∗ = sup
s∈[h(0),0]

{er∗sx0(s)}. (3.21)

Ïîëîæèì u∗(t) = c∗ exp(−r∗t), t ∈ [h(0),∞). �àññìîòðèì �óíêöèþ z(t),
îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞), è òàêóþ, ÷òî

z(s) = x(0)(s), s ∈ [h(0), 0], 0 ≤ z(t) ≤ u∗(t), t ∈ [0,∞).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

0 ≤ z(s) ≤ u∗(s), s ∈ [h(0), 0],

0 ≤ (Lz)(t) ≤ (Lu∗)(t) ≤ (L̂u∗)(t) ≤ u∗(t), t ∈ [0,∞).

Ôóíêöèÿ z∗(t), ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó

z∗(s) = z(s), s ∈ [h(0), 0], z∗(t) = (Lz)(t), t ∈ [0,∞),

îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞). Îïè-
ðàÿñü íà ëèíåéíîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ñâîéñòâà èñïîëüçóåìûõ

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 134-150

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 134-150



144 Óñòîé÷èâîñòü è äâóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé

êîíñòàíò è �óíêöèé, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (3.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå x = x(t) íà ëþáîì �èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå [0, τ ], τ > 0, è ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà 0 ≤ x(t) ≤ u∗(t), t ∈ [0, τ ]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììû 1, 2 èç [1℄. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñòðîåíèå

�óíêöèè u∗(t) è âûáîð åå ïàðàìåòðîâ r∗, c∗ (ñì. êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.20) è
ñîîòíîøåíèå (3.21)) íå çàâèñÿò îò τ , ïîëó÷àåì èñêîìûå îöåíêè (3.17) ïðè

c = c∗, r = r∗:
0 ≤ x(t) ≤ u(t) = c∗e

−r∗t, t ∈ [0,∞). (3.22)

Èñïîëüçóÿ (2.4), (3.22), óñòàíàâëèâàåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó äëÿ y(t):

0 ≤ y(t) ≤ γ2ψ∗c∗e
−r∗t, t ∈ [0,∞), (3.23)

ãäå ψ∗ = ω1, åñëè r∗ = λ, ψ∗ = |1− e−(λ−r∗)ω1 |/|λ− r∗|, åñëè r∗ 6= λ.
Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.15). Òîãäà: 1) òðèâèàëüíîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâûì ïðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3); 2) òðèâèàëüíîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0, y(t) ≡ 0 ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2), (2.5) ÿâ-

ëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì ïðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (2.3), (2.6); 3) äëÿ ðåøåíèÿ x(t), y(t) çàäà÷è Êîøè (2.2), (2.3), (2.5),

(2.6) èìåþò ìåñòî îöåíêè (3.22), (3.23).

� 4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è îöåíêè ðåøåíèé

Ïóñòü η(t) 6≡ 1. Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé-

÷èâîñòè òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2) è

ïîñòðîåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè (2.2), (2.3). Ïðèìåì, ÷òî â äîïîëíåíèå ê íåîòðèöàòåëüíîñòè íà÷àëüíîé

�óíêöèè (2.3) âûïîëíåíî óñëîâèå:

x0(s) ≥ x̂0 > 0, s ∈ [h(0), 0]. (4.1)

Ïî àíàëîãèè ñ (3.7) ââåäåì êîíñòàíòó

β = inf
t∈[0,∞)

{g(t)ḣ(t)} > 0, (4.2)

ãäå g(t) óêàçàíà â (3.5). Ïîëîæèì, ÷òî

(L̃x)(t) = e−(µ+γ2)t
(
x0(0) +

∫ t

0

e(µ+γ2)aβx(h(a))da
)
, t ≥ 0, (4.3)

ïîíèìàÿ ïîä x = x(t) ëþáóþ �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà

ïðîìåæóòêå [h(0),∞).
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Ïîñòðîèì �óíêöèþ w1(t) = c1 exp(r1t) ñ ïàðàìåòðàìè c1 > 0, r1 > 0,
óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

w1(s) ≤ x0(s), s ∈ [h(0), 0], w1(t) ≤ (L̃w1)(t) ≤ (Lw1)(t), t ∈ [0,∞). (4.4)

�àññìîòðèì íåðàâåíñòâî w1(t) ≤ (L̃w1)(t), t ∈ [0,∞), èñïîëüçóÿ (4.2) è

(4.3). Âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

e(µ+γ2+r1)tc1 ≤ x0(0) + c1
e(µ+γ2+r1)t − 1

µ+ γ2 + r1
βe−r1ω1, t ∈ [0,∞). (4.5)

Ïîëîæèì t = 0 â (4.5) è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî c1 ≤ x0(0). Èñïîëüçóÿ (4.1),

âûáåðåì c1 ∈ (0, x∗0]. Ïóñòü t > 0. Ñðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå �óíêöèé, ñòîÿ-

ùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (4.5), ïîëó÷àåì èõ ñîâïàäåíèå ïðè âûáîðå r1
êàê åäèíñòâåííîãî íà ïðîìåæóòêå r1 ∈ (0,∞) êîðíÿ r∗1 óðàâíåíèÿ

µ+ γ2 + r1 = βe−r1ω1 , (4.6)

ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

β > µ+ γ2. (4.7)

Çà�èêñèðóåì r1 = r∗1 è ïåðåéäåì ê íåðàâåíñòâó

w1(s) = c1e
r∗
1
s ≤ x0(s), s ∈ [h(0), 0].

Ó÷èòûâàÿ (4.1), ïðèìåì, ÷òî

c1 = c∗1 = inf
s∈[h(0),0]

x0(s) > 0. (4.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, w1(t) = c∗1 exp(r
∗
1t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.4).

Ïîñòðîèì �óíêöèþ w2(t) = c2 exp(r2t) ñ ïàðàìåòðàìè c2 > 0, r2 > 0,
óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

x0(s) ≤ w2(s), s ∈ [h(0), 0], (Lw2)(t) ≤ (L̂w2)(t) ≤ w2(t), t ∈ [0,∞). (4.9)

Èñïîëüçóÿ (3.7), ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (L̂w2)(t) ≤ w2(t), t ∈ [0,∞). Âû-
ïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

x0(0) + c2
e(µ+γ1+r2)t − 1

µ+ γ1 + r2
ρe−r2ω2 ≤ c2e

(µ+γ1+r2)t, t ∈ [0,∞). (4.10)

Ïîëàãàÿ â (4.10) t = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî c2 ñëåäóåò âûáðàòü êàê c2 ≥ x0(0) > 0.
Â ñëó÷àå t > 0 ñðàâíèì ïðîèçâîäíûå �óíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ (4.10). Èñïîëüçóÿ (3.14), (4.2), (4.7) è ñîîòíîøåíèÿ

0 < ω2 < ω1, e
−rω2 > e−rω1 , r > 0,

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 134-150

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 134-150



146 Óñòîé÷èâîñòü è äâóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé

óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ρ ≥ β > µ+ γ2 ≥ µ+ γ1, è óðàâíåíèå

µ+ γ1 + r2 = ρe−r2ω2 , (4.11)

èìååò íà ïðîìåæóòêå r2 ∈ (0,∞) åäèíñòâåííûé êîðåíü r2 = r∗2. Áîëåå òîãî,
êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.11) òàêîâ, ÷òî r∗2 ≥ r∗1, ãäå r

∗
1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.6).

Êàê ñëåäñòâèå, óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè (4.10) äëÿ âñåõ t ≥ 0. Îáðàùàÿñü
ê íåðàâåíñòâó

x0(s) ≤ w2(s) = c2e
r∗
2
s, s ∈ [h(0), 0],

âûáåðåì èñêîìóþ êîíñòàíòó â âèäå

c2 = c∗2 = sup
s∈[h(0),0]

{e−r∗
2
sx0(s)}. (4.12)

Ñëåäîâàòåëüíî, w2(t) = c∗2 exp(r
∗
2t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.9).

Èñïîëüçóÿ (4.8), (4.12) è íåðàâåíñòâî 0 < r∗1 < r∗2, çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ

ïàðû �óíêöèé w1(t) = c∗1 exp(r
∗
1t), w2(t) = c∗2 exp(r

∗
2t) âûïîëíåíû ñîîòíîøå-

íèÿ 0 ≤ w1(s) ≤ x0(s) ≤ w2(s), s ∈ [h(0), 0], w1(t) ≤ w2(t), t ∈ [0,∞). Ââå-
äåì �óíêöèþ z(t), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞),
è òàêóþ, ÷òî z(s) = x0(s), s ∈ [h(0), 0], w1(t) ≤ z(t) ≤ w2(t), t ∈ [0,∞). Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

0 ≤ w1(s) ≤ z(s) ≤ w2(s), s ∈ [h(0), 0],

w1(t) ≤ (L̃w1)(t) ≤ (Lw1)(t) ≤ (Lz)(t)

≤ (Lw2)(t) ≤ (L̂w2)(t) ≤ w2(t), t ∈ [0,∞).

Ôóíêöèÿ z∗(t), ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó

z∗(s) = z(s), s ∈ [h(0), 0], z∗(t) = (Lz)(t), t ∈ [0,∞),

îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ïðîìåæóòêå [h(0),∞). Ïðè-
ìåíèì ê çàäà÷å (3.5) ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé â ñî÷åòàíèè ñ

ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíûõ íîðì [5℄ (ñ. 11�13). Îïèðàÿñü íà ëèíåéíîñòü èí-

òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è ïî àíàëîãèè ñî ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2

èç [1℄, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (3.5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(t)
íà ëþáîì �èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå [0, τ ], τ > 0, è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

w1(t) ≤ x(t) ≤ w2(t), t ∈ [0, τ ]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñòðîåíèå �óíêöèé w1(t),
w2(t) è âûáîð èõ ïàðàìåòðîâ íå çàâèñÿò îò τ , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè

c∗1e
r∗
1
t ≤ x(t) ≤ c∗2e

r∗
2
t, t ∈ [0,∞). (4.13)

Èç (4.13), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2) ïðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3) ÿâëÿ-
åòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â ñàìîì äåëå, âûáîð íà÷àëüíîé �óíêöèè â âèäå (4.1)
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â ñî÷åòàíèè ñ (4.7) ïðèâîäèò â (4.13) ê ëåâîñòîðîííåé ýêñïîíåíöèàëüíî

âîçðàñòàþùåé îöåíêå x(t), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâîñòè

òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2).

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y(t), èç (2.4) è (4.13) ïîëó÷àåì îöåíêè

γ1ψ1c
∗
1e

r∗
1
t ≤ y(t) ≤ γ2ψ2c

∗
2e

r∗
2
t, t ∈ [0,∞), (4.14)

ãäå ψ1 =
(
1− e−(λ+r∗

1
)ω2

)
/(λ+ r∗1), ψ2 =

(
1− e−(λ+r∗

2
)ω1

)
/(λ+ r∗2).

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.7). Òîãäà: 1) òðèâèàëüíîå ïîëî-

æåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2) íåóñòîé÷èâî ïðè èñïîëüçîâàíèè
íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3); 2) òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0,
y(t) ≡ 0 ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2), (2.5) íåóñòîé÷èâî ïðè èñïîëüçîâàíèè íà-

÷àëüíûõ äàííûõ (2.3), (2.6); 3) äëÿ ðåøåíèÿ x(t), y(t) çàäà÷è Êîøè (2.2),

(2.3), (2.5), (2.6) ïðè âûïîëíåíèè (4.1) èìåþò ìåñòî îöåíêè (4.13), (4.14).

� 5. Ñëó÷àé àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2.2), êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè

ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðàõ η ≥ 1, λ > 0, γ > 0, µ > 0 è ïîñòîÿííîì çàïàçäû-

âàíèè ω > 0:

dx(t)

dt
= η e−λωγx(t− ω)− (µ+ γ)x(t), t ≥ 0. (5.1)

Â [2℄ (ãë. 1, ñ. 61, 62), [3℄ (ãë. 5, ñ. 135, 136) ïîäðîáíî ïðèâåäåíû óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ z(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ

dz(t)

dt
= az(t− ω) + bz(t), (5.2)

ñîäåðæàùåãî ïàðàìåòðû a, b ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ, âêëþ÷àÿ è íóëåâûå

çíà÷åíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (5.1) a > 0, b < 0, è îïèðàÿñü íà (5.2), ïîëó÷àåì,
÷òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (5.1) ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè

µ+ γ > ηe−λωγ, (5.3)

è íå óñòîé÷èâûì, åñëè

ηe−λωγ > µ+ γ. (5.4)

Âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.15), (4.7) áëèçêè ïî �îðìå ê (5.3), (5.4).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 3.3 è 4, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî çàäà-

÷à Êîøè (5.1), (2.3) äîïóñêàåò ÿâíîå ðåøåíèå ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 134-150

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 134-150



148 Óñòîé÷èâîñòü è äâóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé

íà÷àëüíîé �óíêöèè x0(s). Ïóñòü âûïîëíåíî (5.3) è r = r1 � êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ

µ+ γ − r = η e−λωγerω, r ∈ (0, µ+ γ).

Ïîëîæèì, ÷òî x0(s) = x∗ exp(−r1s), s ∈ [−ω, 0], ãäå x∗ > 0 � �èêñèðîâàí-

íàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà çàäà÷à Êîøè (5.1), (2.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x(t) = x∗ exp(−r1t), t ∈ [0,∞). Ïóñòü âûïîëíåíî (5.4) è r = r2 � êîðåíü

óðàâíåíèÿ

µ+ γ + r = η e−λωγe−rω, r ∈ (0,∞).

Ïðèìåì, ÷òî x0(s) = x∗ exp(r2s), s ∈ [−ω, 0]. Òîãäà çàäà÷à Êîøè (5.1),

(2.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) = x∗ exp(r2t), t ∈ [0,∞). Ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííûå x(t) â (2.4), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

y(t) =

∫ t

t−ω

e−λ(t−a)γx(a)da =

∫ ω

0

e−λsγx(t− s)ds, t ≥ 0,

îòêóäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåííîé y(t).

� 6. Çàêëþ÷åíèå

�åçóëüòàòû ðàçäåëà 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �óíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî è ìåòîäà ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ, ïî ñâîåé �îðìå

äîñòàòî÷íî áëèçêè (ñì. íåðàâåíñòâà (3.9) è (3.15) ñ ó÷åòîì (3.14)). Âìåñòå

ñ òåì, åñëè â (2.1) ïðèíÿòü, ÷òî dU = 1, òî ḣ(t)) ≤ (ḣ(t))1/2, è íåðàâåíñòâî

(3.15) â ñî÷åòàíèè ñ îáîçíà÷åíèåì (3.14) ïðèâîäèò ê îòíîñèòåëüíî áîëåå

ñëàáûì îãðàíè÷åíèÿì íà µ+ γ1 ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðàâåíñòâîì (3.9).

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå îöåíêè (3.22), (3.23), (4.14), (3.15) ñïðàâåäëèâû

íå òîëüêî íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0,∞), íî è íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

t ∈ [0, T ], T > 0. Åñëè �óíêöèè η(t), γ(t), h(t) = t − ω(t) ïîäâåðæåíû ñó-

ùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì íà ïðîìåæóòêàõ [0, T1), [T1, T2), [T2, T3) è ò.ä., òî

îöåíêè (3.22), (3.23), (4.14), (3.15) ìîæíî ñòðîèòü äëÿ óêàçàííûõ ïðîìå-

æóòêîâ, èçó÷àÿ âîçíèêàþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2) è ïîñëå-

äîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ îöåíêè ðåøåíèÿ x(t) ñ ïðåäûäóùèõ ïðîìåæóòêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ

ðåøåíèÿ x(t), y(t) çàäà÷ Êîøè (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé η(t), γ(t), ω(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì â ðàçäåëå 2 è äî-

ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Èñïîëüçîâàíèå â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè óêàçàííûõ

�óíêöèé η(t), γ(t), ω(t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèåñÿ

óñëîâèÿ âíåøíåé ñðåäû, âëèÿþùèå íà ïðîèçâîäñòâî ïîòîìñòâà è äèíàìèêó

ïîïóëÿöèè â öåëîì. Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 134-150

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 134-150



Ïåðöåâ Í.Â. 149

ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.2) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïîäõîäû,

ïðèâåäåííûå â [8℄ è öèòèðóåìûõ â ýòîé ñòàòüå ïóáëèêàöèÿõ.
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