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Àííîòàöèÿ

Èññëåäîâàíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ íåêîòîðûõ êîìïàðòìåíòíûõ è ñòàäèÿ-çàâèñèìûõ ìîäåëåé äèíàìè-

êè ïîïóëÿöèé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ èçó÷àåìûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ìåòî-

äà ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ è ñâîéñòâ Ì-ìàòðèö. �àññìîòðåíà ëèíåéíàÿ

ìîäåëü äèíàìèêè ÂÈ×-1 èí�åêöèè â îðãàíèçìå èí�èöèðîâàííîãî ÷åëî-

âåêà. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè äèíàìèêè ÂÈ×-1 èí�åêöèè. Íàéäåííûå

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óñëîâèÿ

èñêîðåíåíèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè çà ñ÷åò íåñïåöè�è÷åñêèõ �àêòîðîâ èì-

ìóííîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè çàïàçäûâàíè-

åì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, íåâûðîæäåííàÿ Ì-ìàòðèöà, äèíà-

ìèêà ÂÈ×-1 èí�åêöèè.
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Abstra
t

The problem of stability of the trivial equilibrium position of some


ompartment and stage-dependent models of population dynami
s based

on linear di�erential equations with variable delay is investigated. Su�
ient


onditions for the asymptoti
 stability of the trivial equilibrium position

of the studied systems of di�erential equations based on the method of

monotone operators and the properties of M-matri
es are established. A

linear model of the dynami
s of HIV-1 infe
tion in the body of an infe
ted

person is 
onsidered. Su�
ient 
onditions for asymptoti
 stability of a trivial

solution to the HIV-1 infe
tion dynami
s model have been established. The

found ratios for the model parameters are interpreted as 
onditions for the

eradi
ation of HIV-1 infe
tion due to non-spe
i�
 fa
tors of the immune

system.
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76 Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé

� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì àêòèâíî ïðèìåíÿþò-

ñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé. Íåàâ-

òîíîìíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì âîçíèêàþò ïðè

ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, ðàçâèâàþùèõñÿ â íåñòàöèîíàðíûõ

óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûì

çàïàçäûâàíèåì èñïîëüçóþòñÿ â êîìïàðòìåíòíûõ è ñòàäèÿ-çàâèñèìûõ ìî-

äåëÿõ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, ó÷èòûâàþùèõ äëèòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ èíäè-

âèäóóìîâ ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìïàðòìåíòàìè, ëèáî íàõîæäåíèå èíäèâè-

äóóìîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ ñâîåãî ðàçâèòèÿ.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè èììóííóþ ñèñòåìó

÷åëîâåêà. �àçëè÷íûå êëåòêè ýòîé ñèñòåì, íàïðèìåð, T-ëèì�îöèòû, ïðî-

õîäÿò íå òîëüêî ñòàäèè ðàçìíîæåíèÿ è ïðåâðàùåíèÿ, íî è ïåðåìåùàþò-

ñÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè îðãàíàìè (êîìïàðòìåíòàìè), ïîä êîòîðûìè ïîíè-

ìàþòñÿ òèìóñ, ñåëåçåíêà, ëèì�àòè÷åñêèå óçëû, îðãàíû êðîâîîáðàùåíèÿ.

Ïåðåìåùåíèå T-ëèì�îöèòîâ ìåæäó êîìïàðòìåíòàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî

íåñêîëüêèì ïóòÿì, íàïðèìåð, ÷åðåç ëèì�àòè÷åñêèå è êðîâåíîñíûå ñîñó-

äû. Äëèòåëüíîñòü ïåðåìåùåíèÿ êëåòîê ìåæäó êîìïàðòìåíòàìè çàâèñèò

îò ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ, ðåãóëèðóþùèõ ñêîðîñòü êðîâîòîêà, ñêîðîñòü òå-

÷åíèÿ ëèì�û è ðÿäà �èçèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè èí�èöèðîâàíèè

÷åëîâåêà âèðóñíûå ÷àñòèöû íå òîëüêî ðàçìíîæàþòñÿ â êëåòêàõ îðãàíà-

ìèøåíè, íî è ïåðåìåùàþòñÿ ïî ëèì�àòè÷åñêîé è êðîâåíîñíîé ñèñòåìå.

Íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ïåðåìåùåíèÿ êëåòîê è âèðóñíûõ ÷àñòèö äëÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ çàùèòíûõ èììóíî�èçèîëîãè÷åñêèõ ðåàêöèé îðãàíèçìà îòìå÷åíà

â [1℄ (ãë. 3, ñ. 126�134).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå â [2℄�[4℄,

è ñâÿçàíà ñ íàõîæäåíèåì óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâè-

àëüíûõ ðåøåíèé âûñîêî-ðàçìåðíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì, âîçíèêàþùèõ â êîìïàðòìåíò-

íûõ è ñòàäèÿ-çàâèñèìûõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé. Â êà÷åñòâå ïðè-

ëîæåíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ âûñîêî-ðàçìåðíîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìè-

êó ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè â íà÷àëüíîì ïåðèîäå ïîñëå èí�èöèðîâàíèÿ

çäîðîâîãî ÷åëîâåêà. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî

ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óñëîâèÿ çàòóõà-

íèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê óñëîâèÿ íå ðàñïðîñòðàíåíèÿ

èí�åêöèè ïî îðãàíèçìó ÷åëîâåêà â òå÷åíèå îòíîñèòåëüíî êîðîòêîãî ïðî-

ìåæóòêà âðåìåíè.
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� 2. Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðå-

ìåííûì çàïàçäûâàíèåì

dxi(t)

dt
= −

(
µi +

m∑

j=1

γij
)
xi(t)

+
m∑

k=1

ηki(t)e
−λki(t−hki(t))γkixk(hki(t))ḣki(t), 1 ≤ i ≤ m, t ≥ 0. (2.1)

Ïåðåìåííûå xi(t) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé, íàõîäÿ-

ùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â íåêîòîðûõ êîìïàðòìåíòàõ. Ïîä ïðîèçâîäíûìè

xi(t) ïðè t = 0 ïîíèìàþòñÿ ïðàâîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, 1 ≤ i ≤ m.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî â (2.1) µi > 0, γij ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ m, è äëÿ êàæäî-

ãî 1 ≤ i ≤ m ñóùåñòâóåò γki > 0 ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ k ≤ m. Ïóñòü

γki > 0, 1 ≤ i, k ≤ m. Ïîëàãàåì: 1) λki ≥ 0, 2) �óíêöèè ηki(t) ≥ 1 íåïðå-

ðûâíû è îãðàíè÷åíû ñâåðõó, t ∈ [0,∞), 3) �óíêöèè hki(t) íåïðåðûâíî-
äè��åðåíöèðóåìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

t− ω
(1)
ki ≤ hki(t) ≤ t− ω

(2)
ki , d

(1)
ki ≤ ḣki(t) =

hki(t)

dt
≤ d

(2)
ki , t ∈ (−th,∞),

ãäå ω
(1)
ki > 0, ω

(2)
ki ≥ 0, ω

(1)
ki ≥ ω

(2)
ki , 0 < d

(1)
ki ≤ d

(2)
ki � êîíñòàíòû, âåëè÷èíà

th > 0 çàäàåò ëåâóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé hki(t) è èõ

ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå hki(t) = t − ωki, ãäå ωki > 0 � ïîñòîÿííîå
çàïàçäûâàíèå, ëèáî hki(t) = t, ò.å. çàïàçäûâàíèå îòñóòñòâóåò. Îãðàíè÷å-

íèå íà ḣki(t) îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà �óíêöèè hki(t) ìîæåò ëîêàëü-

íî ìåíÿòüñÿ îò ìàëûõ ïðè d
(1)
ki ≈ 0 äî îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé

ïðè d
(2)
ki > 1, îäíàêî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t∗ âåðíî hki(t∗) = t∗ − ω

(2)
ki , òî

ḣki(t∗) ≤ 1.
Ïóñòü â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (2.1) γki = 0 äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i, k ≤ m.

Òîãäà ïàðàìåòðû λki, �óíêöèè ηki(t), hki(t) íå îïðåäåëåíû è íå âõîäÿò â

ñèñòåìó (2.1).

Ñèñòåìà (2.1) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè

xi(s) = x0i (s), s ∈ [τi, 0], 1 ≤ i ≤ m, (2.2)

ãäå �óíêöèè x0i (s) íåîòðèöàòåëüíû è íåïðåðûâíû,

τi = min
1≤k≤m,γki>0

hki(0), 1 ≤ i ≤ m. (2.3)

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 74-98

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 74-98



78 Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé

Îòìåòèì, ÷òî â (2.3) äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i = i∗ ≤ m âîçìîæåí âàðèàíò,

êîãäà τi = 0 (åñëè âñå γki > 0, íî hki(t) = t). Òîãäà äëÿ óêàçàííûõ i = i∗
íà÷àëüíûå äàííûå (2.2) ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòîé âèä è ïåðåõîäÿò â ñî-

îòíîøåíèÿ xi∗(0) = x0i∗ = const ≥ 0. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé τ1 = 0, . . . , τm = 0, ïîñêîëüêó (2.1) ñâîäèò-
ñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåç çàïàçäûâàíèÿ.

Ïîäðîáíûé âûâîä è èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû âèäà (2.1) ïðåä-

ñòàâëåíû â [2℄. Çäåñü êðàòêî îòìåòèì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1)

ñîïðîâîæäàåòñÿ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ

xij(t) =

∫ t

hij(t)

e−λij(t−a)γijxi(a)da, 1 ≤ i, j ≤ m, t ≥ 0,

�îðìàëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèÿì ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì

dxij(t)

dt
= γijxi(t)− λijxij(t)− e−λij(t−hij(t))γijxi(hij(t))ḣij(t),

1 ≤ i, j ≤ m, t ≥ 0.

Ïåðåìåííûå xij(t) îòðàæàþò ÷èñëåííîñòè ãðóïï èíäèâèäóóìîâ, íàõîäÿ-

ùèõñÿ â ïðîöåññå ïåðåõîäà ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìïàðòìåíòàìè, ëèáî íà-

õîäÿùèõñÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ ñâîåãî ðàçâèòèÿ, 1 ≤ i, j ≤ m. Ïî-

ñêîëüêó âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå xij(t) íå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (2.1), òî óêàçàííûå èíòåãðàëüíûå è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äè��åðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ äàëåå íå èçó÷àþòñÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.1), (2.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó Êîøè äëÿ

ëèíåéíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. �åøå-

íèåì çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2) íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0,∞) íàçîâåì �óíêöèþ

x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))
T
, íåïðåðûâíóþ (ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðîìåæóòêàõ

[τi, 0] ∪ [0,∞), 1 ≤ i ≤ m, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ (ïîêîìïîíåíò-

íî) íà ïðîìåæóòêå [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2.2) è

óðàâíåíèÿì (2.1) äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) (ñ ó÷åòîì ïðàâîñòîðîííèõ ïðîèçâîä-

íûõ êîìïîíåíò x(t) ïðè t = 0).
Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.1), âêëþ÷àÿ èõ ëèíåé-

íîñòü ïî ïåðåìåííûì xi(t), xk(hki(t)), 1 ≤ i, k ≤ m, ïîëîæèòåëüíîñòü ïà-

ðàìåòðîâ µi, 1 ≤ i ≤ m, íåïðåðûâíîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ

�óíêöèé â (2.2), ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (H0) è (H3) èç

[3℄. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5 è òåîðåìó 1 èç [4℄, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè

(2.1), (2.2) èìååò íà ïðîìåæóòêå [0,∞) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) è ýòî

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (ïîêîìïîíåíòíî).
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Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (2.1), êîòîðîå âîçíèêàåò êàê ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè (2.1), (2.2) ïðè x0(s) = (x01(s), . . . , x
0
m(s))

T ≡ 0. Ââåäåì äîïîëíè-

òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïåðåïèøåì çàäà÷ó Êîøè (2.1), (2.2) â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé �îðìå. Îïèðàÿñü íà (2.3), ïîëîæèì, ÷òî

τ∗ = min
1≤i≤m

τi < 0, (2.4)

è äîîïðåäåëèì x0(s) = (x01(s), . . . , x
0
m(s))

T
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

xi(s) = x0i (τi), s ∈ [τ∗, τi], 1 ≤ i ≤ m. (2.5)

Îáîçíà÷èì

x(h[n](t)) = (x1(h1n(t)), x2(h2n(t)), . . . , xm(hmn(t)))
T , 1 ≤ n ≤ m, (2.6)

è ââåäåì ñëåäóþùèå m×m ìàòðèöû:

B = diag(b11, b22, . . . , bmm) = diag
(
µ1+

m∑

j=1

γ1j, µ2+

m∑

j=1

γ2j, . . . , µm+

m∑

j=1

γmj

)
,

e−Bt = diag
(
e−b11t, e−b22t, . . . , e−bmmt

)
,

P1(t) =
(
p
(1)
ik (t)

)
, P2(t) =

(
p
(2)
ik (t)

)
, . . . , Pm(t) =

(
p
(m)
ik (t)

)
. (2.7)

Ýëåìåíòû ìàòðèö (2.7) äëÿ 1 ≤ k, i ≤ m èìåþò âèä:

p
(1)
1k (t) = ηk1(t)e

−λk1(t−hk1(t))ḣk1(t)γk1, p
(1)
ik (t) = 0, i 6= 1,

p
(2)
2k (t) = ηk2(t)e

−λk2(t−hk2(t))ḣk2(t)γk2, p
(2)
ik (t) = 0, i 6= 2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

p
(m)
mk (t) = ηkm(t)e

−λkm(t−hkm(t))ḣkm(t)γkm, p
(m)
ik (t) = 0, i 6= m.

Îïèðàÿñü íà (2.4)�(2.7), çàïèøåì (2.1), (2.2) â âèäå

dx(t)

dt
= −Bx(t) +

m∑

n=1

Pn(t)x(h[n](t)), t ≥ 0, (2.8)

x(s) = x(0)(s), s ∈ [τ∗, 0]. (2.9)

Îáîçíà÷èì

(Fx)(t) = e−Btx(0)(0) +

∫ t

0

e−B(t−a)

m∑

n=1

Pn(a)x(h[n](a))da, t ≥ 0, (2.10)
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ïîíèìàÿ ïîä x = x(t) ëþáóþ �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ

(ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðîìåæóòêå [τ∗,∞), à ïîä exp(−Bt) � äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó, ïîñòðîåííóþ ïî äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå B. Èñïîëüçóÿ (2.10), îò

çàäà÷è Êîøè (2.8), (2.9) ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

x(t) = (Fx)(t), t ≥ 0, x(s) = x0(s), s ∈ [τ∗, 0]. (2.11)

�åøåíèåì çàäà÷è (2.11) íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0,∞) íàçîâåì �óíêöèþ x(t),
íåïðåðûâíóþ (ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðîìåæóòêå [τ∗, 0]∪ [0,∞), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ è èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ â (2.11) äëÿ âñåõ

t ∈ [0,∞).
Îäèí èç îñíîâíûõ è íàèáîëåå ðàçâèòûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àâ-

òîíîìíûõ è íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà-

Êðàñîâñêîãî. Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû ýòîãî ìåòîäà èçëîæåíû, â ÷àñòíî-

ñòè, â [5℄ (ãë. 2, ñ. 98�119), [6℄ (ãë. 3, ñ. 135�148), à íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå

ïîäõîäû ê êîíñòðóèðîâàíèþ óêàçàííûõ �óíêöèîíàëîâ, â òîì ÷èñëå ñ ïðè-

ëîæåíèåì ê ìîäåëÿì æèâûõ ñèñòåì, îòðàæåíû â [7℄, [8℄ è ñïèñêàõ öèòè-

ðóåìîé â ýòèõ ñòàòüÿõ ëèòåðàòóðû. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì îñíîâà-

íû íà ïðåäñòàâëåíèè èõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êîøè, à òàêæå íà

W-ìåòîäå Àçáåëåâà (ñì., íàïðèìåð, [9℄ (ãë. 2, ñ. 106�113), [10℄ è óêàçàííûå

â ýòèõ ðàáîòàõ ññûëêè íà ñòàòüè äðóãèõ àâòîðîâ).

Èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà (2.8) èìååò âûñîêóþ ðàçìåðíîñòü, ÿâëÿåòñÿ íåàâòî-

íîìíîé è ñîäåðæèò çàïàçäûâàíèÿ, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Ýòè îñîáåííîñòè

çàòðóäíÿþò ïðèìåíåíèå �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî. Ïðåäñòàâ-

ëåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà ñòðóêòóðó óðàâíåíèé

ñèñòåìû (2.8), ïîçâîëÿþùóþ ïåðåéòè ê ñèñòåìå (2.11), ñîäåðæàùåé äèàãî-

íàëüíóþ ìàòðèöó exp(−Bt), è èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ïðèâåäåííûé â [2℄�[4℄.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.11) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìî-

íîòîííûõ îïåðàòîðîâ è èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ [11℄ (ãë. 3, ñ. 329�349),

[12℄ (ãë. 1, ñ. 43�59), [13℄ (ñ. 140, 141)), à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà Ì-

ìàòðèö [14℄ (ãë. 6, ñ. 132�142), [15℄ (ãë. 2, ñ. 269�271). Ñëåäóÿ [5℄ (ñ. 91), îñîáî

îòìåòèì, ÷òî äëÿ èçó÷àåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà-

íèåì íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òðèâèàëüíîìó ïîëîæåíèþ

ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â �îðìå íåîòðèöàòåëüíûõ è íåïðå-

ðûâíûõ íà÷àëüíûõ �óíêöèé.

Â äîïîëíåíèå ê (2.7), (2.10) ïîëîæèì, ÷òî

P̂n = sup
t∈[0,∞)

Pn(t) =
(

sup
t∈[0,∞)

p
(n)
ik (t)

)
, 1 ≤ n ≤ m, (2.12)
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P̂ =
m∑

n=1

P̂n, G = B − P̂ . (2.13)

(F̂ x)(t) = e−Btx(0)(0) +

∫ t

0

e−B(t−a)
m∑

n=1

P̂nx(h[n](a))da, t ≥ 0, (2.14)

ãäå êàê è ðàíåå, ïîä x = x(t) ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ è íåïðåðûâíàÿ (ïîêîìïîíåíòíî) íà ïðîìåæóòêå [τ∗,∞). Îòìåòèì, ÷òî
ìàòðèöà G, îïðåäåëåííàÿ (2.12), (2.13), èìååò íåïîëîæèòåëüíûå âíåäèà-

ãîíàëüíûå ýëåìåíòû.

Ïðèìåì äàëåå, ÷òî íåðàâåíñòâà ìåæäó âåêòîðàìè èç Rm
ïîíèìàþòñÿ

ïîêîìïîíåíòíî. Íåðàâåíñòâî ξ > 0 îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà

ξ ∈ Rm
ïîëîæèòåëüíû. Ïóñòü

x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))
T , y(t) = (y1(t), . . . , ym(t))

T

íåêîòîðûå âåêòîð-�óíêöèè. Äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî t íåðàâåíñòâà

âèäà x(t) ≤ y(t), x(t) ≥ y(t) áóäåì ïîíèìàòü ïîêîìïîíåíòíî. Ïðèâåäåì

íåñêîëüêî ñâîéñòâ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü S = (sij) � m × m

ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè sij ≤ 0, i 6= j. Ìàòðèöó S íàçîâåì íåâûðîæäåí-

íîé Ì-ìàòðèöåé, åñëè îíà íå âûðîæäåíà è ìàòðèöà S−1
íåîòðèöàòåëüíà.

Cëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) S ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé M-

ìàòðèöåé; 2) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà S èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåí-

íûå ÷àñòè; 3) âñå óãëîâûå ìèíîðû S ïîëîæèòåëüíû; 4) ñóùåñòâóåò ξ ∈ Rm
,

ξ > 0, òàêîé, ÷òî Sξ > 0, 5) ñóùåñòâóåò ψ ∈ Rm
, ψ > 0, òàêîé, ÷òî STψ > 0.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå óòâåðæäåíèÿ [14℄ (ãë. 6, ñ. 132�142).

Ïðèìåì, ÷òî ìàòðèöà G, óêàçàííàÿ â (2.12), (2.13), ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííîé Ì-ìàòðèöåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ(0) ∈ Rm
, ξ(0) > 0, òàêîé, ÷òî

Gξ(0) > 0. Äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé �óíêöèè x(0)(s) èç (2.9)
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ êîíñòàíòó α0 > 0, ÷òî âåêòîð w(0) = α0ξ

(0) > 0
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

P̂w(0) ≤ Bw(0), w(0) ≥ x(0)(s), s ∈ [τ∗, 0]. (2.15)

Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè z = z(t) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ: z(s) = x(0)(s), s ∈ [τ∗, 0], 0 ≤ z(t) ≤ w(0)
, t ∈ [0,∞). Îïèðàÿñü íà (2.14),

èìååì îöåíêó

0 ≤ (Fz)(t) ≤ (F̂ z)(t) ≤ e−Btx(0)(0) +

∫ t

0

e−B(t−a)P̂w(0)da

= e−Btx(0)(0) + (E − e−Bt)B−1P̂w(0) ≤ w(0), t ∈ [0,∞), (2.16)

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 74-98

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 74-98



82 Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé

ãäå E = diag(1, 1, . . . , 1) � åäèíè÷íàÿ m × m ìàòðèöà. Èñïîëüçóÿ (2.15),

(2.16), ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 è òåîðåìó 2 èç [4℄, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå x = x(t)
çàäà÷è (2.11) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà ïðîìåæóòêå [0,∞) è, êðîìå
òîãî, âåðíî

0 ≤ x(s) = x(0)(s) ≤ w(0), s ∈ [τ∗, 0], 0 ≤ x(t) ≤ w(0), t ∈ [0,∞). (2.17)

Èç (2.15)�(2.17) ñëåäóåò, ÷òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0
ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Îïðåäåëèì íàáîð �óíêöèé {w(k)(t)} ïî ïðàâèëó

w(0)(t) = w(0), t ∈ [τ∗,∞), w(k)(s) = x(0)(s), s ∈ [τ∗, 0],

w(k)(t) = (F̂w(k−1))(t), t ∈ [0,∞), k = 1, 2, 3, . . . (2.18)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x(t) è �óíêöèé w(k)(t) èç íàáîðà (2.18) âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà

0 ≤ x(t) ≤ · · · ≤ w(k)(t) ≤ w(k−1)(t) ≤ · · · ≤ w(1)(t) ≤ w(0),

t ∈ [0,∞). (2.19)

Â ñàìîì äåëå, åñëè s ∈ [τ∗, 0], òî x(s) = w(1)(s). Ïîëàãàÿ äàëåå t ∈ [0,∞),
èç (2.16)�(2.19) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

0 ≤ x(t) = (Fx)(t) ≤ (F̂w(0))(t) = w(1)(t),

w(1)(t) = e−Btx(0)(0) + (E − e−Bt)B−1P̂w(0) ≤ w(0),

0 ≤ w(2)(t) = e−Btx(0)(0) +

∫ t

0

e−B(t−a)
m∑

n=1

P̂nw
(1)(h[n](a))da

≤ e−Btx(0)(0) +

∫ t

0

e−B(t−a)P̂w(0)da = w(1)(t), (2.20)

è ïî èíäóêöèè óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè öåïî÷êè (2.19).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3, . . . , ñóùåñòâóåò limt→+∞w(k)(t) =
ŵ(k)

è, êðîìå òîãî,

0 ≤ ŵ(k) ≤ w(0), ŵ(k) = B−1P̂ ŵ(k−1), k = 1, 2, 3, . . . (2.21)

Èç (2.20) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ lim
t→+∞

w(1)(t) = ŵ(1) = B−1P̂w(0) ≤ w(0).
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â �îðìå Øòîëüöà [16℄ (ñ. 115), íàõîäèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò

0 ≤ lim
t→+∞

w(2)(t) = ŵ(2) = B−1P̂ ŵ(1) ≤ w(0).

Äàëåå ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåì ñóùåñòâîâàíèå limt→+∞w(k)(t) = ŵ(k)
è

ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (2.21).

Ïåðåéäåì â (2.19) ê ïðåäåëó ïðè t → +∞, îòêóäà ïîëó÷èì öåïî÷êó

íåðàâåíñòâ

0 ≤ lim inf
t→+∞

x(t) ≤ lim sup
t→+∞

x(t) ≤ · · · ≤ ŵ(k) ≤ ŵ(k−1) ≤ · · · ≤ ŵ(1) ≤ w(0).

(2.22)
Ïîëàãàÿ â (2.22) k → ∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì

0 ≤ lim inf
t→+∞

x(t) ≤ lim sup
t→+∞

x(t) ≤ w(∗), (2.23)

ãäå w(∗) = limk→∞ ŵ(k)
. Ïåðåõîäÿ â (2.21) ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, íàõîäèì,

÷òî w(∗)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ w(∗) = B−1P̂w(∗)

èëè ñ ó÷åòîì (2.13) �

óðàâíåíèþ Gw(∗) = 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìàòðèöà G íå âûðîæäåíà. Òîãäà

w(∗) = 0, è èç (2.23) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò limt→+∞ x(t) = 0.
Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ

è �óíêöèé, âõîäÿùèõ â (2.1), è ìàòðèöà G, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(2.12), (2.13), ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé Ì-ìàòðèöåé. Òîãäà òðèâèàëüíîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0 ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì ñ ó÷åòîì âûáîðà íà÷àëüíîé �óíêöèè â �îðìå (2.2).

� 3. Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ëèíåéíîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè

Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû § 2 ê èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïè-

ñûâàþùåé äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà

â òå÷åíèå ïåðâûõ 7�10 ñóòîê ïîñëå èí�èöèðîâàíèÿ (íà÷àëüíûé ïåðèîä

ðàçâèòèÿ èí�åêöèè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè èñïîëüçóåì ñõåìó ðàçâèòèÿ

ÂÈ×-1 èí�åêöèè â îòäåëüíî âçÿòîì ëèì�îóçëå è áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò

ìîäåëè, ïðåäëîæåííûå â [17℄.

3.1. Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.2),

ñòðóêòóðà ìîäåëè ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà ïðåä-

ïîëàãàåò íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â îòäåëüíî âçÿòîì ëèì�îóçëå

(êîìïàðòìåíòå). Äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè áóäåì èçó÷àòü â

òåðìèíàõ âèðóñíûõ ÷àñòèö è êëåòîê ñëåäóþùåãî òèïà:

T0 � CD4
+
Ò-ëèì�îöèòû (êëåòêè-ìèøåíè) â �àçåG0 êëåòî÷íîãî öèêëà,
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A � àíòèãåí-ïðåçåíòèðóþùèå êëåòêè,

V � âèðèîíû (çðåëûå âèðóñíûå ÷àñòèöû),

I0 � çàðàæåííûå êëåòêè-ìèøåíè â �àçå G0 êëåòî÷íîãî öèêëà,

I1 � çàðàæåííûå êëåòêè-ìèøåíè â �àçå G1 êëåòî÷íîãî öèêëà,

I2 � çàðàæåííûå êëåòêè-ìèøåíè â �àçàõ S−G2−M êëåòî÷íîãî öèêëà,

I3 � çàðàæåííûå êëåòêè-ìèøåíè, îñòàíîâëåííûå â �àçå G2 êëåòî÷íîãî

öèêëà,

I4 � ïðîäóêòèâíî-èí�èöèðîâàííûå çàðàæåííûå êëåòêè-ìèøåíè.

Ïîëîæèì, ÷òî êîìïàðòìåíòû N1, N2, . . . , Nm−1 îçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòü

ëèì�îóçëîâ, ìåæäó êîòîðûìè ïåðåìåùàþòñÿ êëåòêè I0 è âèðèîíû V , òî-

ãäà êàê êîìïàðòìåíò Nm îçíà÷àåò êðîâåíîñíóþ ñèñòåìó ÷åëîâåêà. Êëåòêè

I0 è âèðèîíû V ïåðåìåùàþòñÿ ìåæäó êîìïàðòìåíòàìè ïî ëèì�àòè÷åñêèì

è êðîâåíîñíûì ñîñóäàì. Ñõåìà ïåðå÷èñëåííûõ êîìïàðòìåíòîâ è ñâÿçåé

ìåæäó íèìè â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à èññëåäîâàíà â [18℄, [19℄. Îò-

ìåòèì âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè êëåòêè I0 è âèðèîíû V ìîãóò ïåðå-

ìåùàòüñÿ èç êîìïàðòìåíòà Nk â êîìïàðòìåíò Nj, 1 ≤ k, j ≤ m, k 6= j, òî

íåïîñðåäñòâåííîå ïåðåìåùåíèå êëåòîê I0 è âèðèîíîâ V èç Nj â Nk íåâîç-

ìîæíî, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ j = m. Áîëåå òîãî, èç êàæäîãî ëèì�îóçëà

ìîæåò âûõîäèòü òîëüêî îäèí ëèì�àòè÷åñêèé ñîñóä, íî â êàæäûé ëèì-

�îóçåë ìîæåò âõîäèòü íåñêîëüêî ëèì�àòè÷åñêèé ñîñóäîâ, ñîåäèíÿþùèõ

îïðåäåëåííûå ëèì�îóçëû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Vk(t), I0,k(t), I1,k(t), I2,k(t), I3,k(t), I4,k(t), 1 ≤ k ≤ m− 1, Vm(t), I0,m(t) (3.1)

÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè âèðèîíîâ V è êëåòîê ïîïóëÿöèé I0 − I4 â ìîìåíò

âðåìåíè t, ðàñïîëîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî â êîìïàðòìåíòàõ N1, . . . , Nm−1,

Nm. Ïðèìåì, ÷òî â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà ìîäåëèðîâàíèÿ t ∈ [0, tmod] öèð-
êóëÿöèÿ êëåòîê T0, A íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, à ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ýòèõ

êëåòîê â êîìïàðòìåíòàõ (T0,k(t), Ak(t)) ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííîé è ïîääåð-

æèâàåòñÿ íà óðîâíÿõ T
(∗)
0,k > 0, A

(∗)
k > 0, 1 ≤ k ≤ m.

Ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â êîìïàðòìåíòå N1

ïðèñóòñòâóþò òîëüêî âèðèîíû â êîëè÷åñòâå V
(∗)
1 > 0, òîãäà êàê â îñòàëü-

íûõ êîìïàðòìåíòàõ âñå óêàçàííûå âèðóñíûå ÷àñòèöû è çàðàæåííûå êëåò-

êè îòñóòñòâóþò (äàííîå ïðåäïîëîæåíèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñèòóàöèÿ,

ïðè êîòîðîé äåíäðèòíûå êëåòêè, ¾çàõâàòèâøèå¿ ïîñòóïèâøèå âèðèîíû â

ñëèçèñòîé îáîëî÷êå, ìèãðèðóþò â áëèæàéøèé ëèì�îóçåë).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ. Ïåðâûé áëîê ñî-

äåðæèò îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ÂÈ×-1 èí-

�åêöèè. Âòîðîé áëîê âêëþ÷àåò âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå

ó÷èòûâàòü äèíàìèêó âñåé ñîâîêóïíîñòè èí�åêöèîííûõ êîìïîíåíò ìîäå-

ëèðóåìîãî ïðîöåññà.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî áëîêà èìååò âèä:

dVk(t)

dt
= −(µVk

+
m∑

j=1,j 6=k

γVk,j
+ βT0,k ,Vk

T ∗
0,k)Vk(t) + ηVk

I4,k(t)

+

m∑

j=1,j 6=k

e
−λVj,k

(t−hj,k(t))γVj,k
Vj(hj,k(t))ḣj,k(t), (3.2)

dI0,k(t)

dt
= −(µI0,k +

m∑

j=1,j 6=k

γI0,k,j + βAk,I0,kA
∗
k)I0,k(t)

+ βT0,k,Vk
T ∗
0,kVk(t) + βT0,k ,I4,kT

∗
0,kI4,k(t)

+
m∑

j=1,j 6=k

e
−λI

0,j,k
(t−hj,k(t))γI0,j,kI0,j(hj,k(t))ḣj,k(t), (3.3)

dI1,k(t)

dt
= −(µI1,k + νI1,k)I1,k(t) + βAk,I0,kA

∗
kI0,k(t), (3.4)

dI4,k(t)

dt
= −µI4,kI4,k(t) + 2 e−λI

2,k
ωI

2,kαI2,kνI1,kI1,k(t− ωI2,k)

+ e
−λI

3,k
ωI

3,kαI3,kνI1,kI1,k(t− ωI3,k), 1 ≤ k ≤ m− 1, (3.5)

dVm(t)

dt
= −(µVm

+
m∑

j=1,j 6=m

γVm,j
)Vm(t)

+
m∑

j=1,j 6=m

e
−λVj,m

(t−hj,m(t))
γVj,m

Vj(hj,m(t))ḣj,m(t), (3.6)

dI0,m(t)

dt
= −(µI0,m +

m∑

j=1,j 6=m

γI0,m,j
)I0,m(t)

+
m∑

j=1,j 6=m

e
−λI0,j,m

(t−hj,m(t))
γI0,j,mI0,j(hj,m(t))ḣj,m(t), (3.7)

t ≥ 0.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé âòîðîãî áëîêà èìååò âèä:

dI2,k(t)

dt
= αI2,kνI1,kI1,k(t)−λI2,kI2,k(t)−e

−λI
2,k

ωI
2,kαI2,kνI1,kI1,k(t−ωI2,k), (3.8)

dI3,k(t)

dt
= αI3,kνI1,kI1,k(t)−λI3,kI3,k(t)−e

−λI
3,k

ωI
3,kαI3,kνI1,kI1,k(t−ωI3,k), (3.9)
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1 ≤ k ≤ m− 1, t ≥ 0.

Â óðàâíåíèÿõ (3.2)�(3.9) ïîä ïðîèçâîäíûìè ïåðåìåííûõ ïðè t = 0
ïîíèìàþòñÿ èõ ïðàâîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå

I2,k(t), I3,k(t) èç âòîðîãî áëîêà ÿâíî íå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ ïåðâîãî áëîêà.
Âñå �óíêöèè hj,k(t), èñïîëüçóåìûå â (3.2)�(3.7), ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-

íû ïðèâåäåííûì â § 2, è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì îãðàíè÷åíèÿì.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè (3.2)�(3.9) îáðàçóþò íàáîð êîíñòàíò, êîòîðûå èìåþò

ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Â (3.2) ηVk
> 0 � èíòåíñèâíîñòü ïðîèçâîäñòâà âèðóñíûõ ÷àñòèö Vk â

ðàñ÷åòå íà îäíó êëåòêó I4,k, µVk
> 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè âèðèîíîâ Vk

âñëåäñòâèå ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí, âêëþ÷àÿ �àêòîðû, îáóñëîâëåííûå íåñïå-

öè�è÷åñêèì (âðîæäåííûì) èììóíèòåòîì, βT0,k ,Vk
> 0 � èíòåíñèâíîñòü êîí-

òàêòîâ êëåòîê T0,k ñ âèðèîíàìè Vk â ðàñ÷åòå íà îäíó ïàðó (T0,k, Vk). Êîí-
ñòàíòû γVk,j

≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ìèãðàöèîííîãî îòòîêà âèðèîíîâ Vk èç Nk

â Nj, γVk,k
= 0,

∑m

j=1 γVk,j
> 0; åñëè γVk,j

> 0 è j 6= m, òî γVj,k
= 0. Êîíñòàí-

òû λVj,k
≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ãèáåëè âèðèîíîâ V âñëåäñòâèå ðàçëè÷íûõ

ïðè÷èí â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ îò Nj äî Nk.

Â (3.3) µI0,k > 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè êëåòîê I0,k âñëåäñòâèå åñòå-

ñòâåííîãî ìåõàíèçìà àïîïòîçà è ïîä âëèÿíèåì âèðóñíîãî çàðàæåíèÿ, êîí-

ñòàíòà βAk,I0,k > 0 îçíà÷àåò èíòåíñèâíîñòü êîíòàêòîâ êëåòîê Ak ñ êëåòêàìè

I0,k â ðàñ÷åòå íà îäíó ïàðó (Ak, I0,k), βT0,k,I4,k � èíòåíñèâíîñòü êîíòàêòîâ

êëåòîê T0,k ñ êëåòêàìè I4,k â ðàñ÷åòå íà îäíó ïàðó (T0,k, I4,k). Êîíñòàíòû
γI0,k,j ≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ìèãðàöèîííîãî îòòîêà êëåòîê I0,k èç Nk â Nj ,

γI0,k,k = 0,
∑m

j=1 γI0,k,j > 0; åñëè γI0,k,j > 0 è j 6= m, òî γI0,j,k = 0. Êîíñòàí-
òû λI0,j,k ≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ãèáåëè êëåòîê I0 â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ

îò Nj äî Nk âñëåäñòâèå åñòåñòâåííîãî ìåõàíèçìà àïîïòîçà, ïîä âëèÿíèåì

âèðóñíîãî çàðàæåíèÿ è äðóãèõ �àêòîðîâ.

Â (3.4) µI1,k > 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè êëåòîê I1,k âñëåäñòâèå åñòå-

ñòâåííîãî ìåõàíèçìà àïîïòîçà è ïîä âëèÿíèåì âèðóñíîãî çàðàæåíèÿ, êîí-

ñòàíòà νI1,k > 0 çàäàåò èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà êëåòîê I1,k èç �àçû G1 â

�àçû S −G2 −M êëåòî÷íîãî öèêëà.

Â (3.5), (3.8), (3.9) µI4,k � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè êëåòîê I4,k â ïðîöåññå

ïðîèçâîäñòâà âèðóñíûõ ÷àñòèö Vk, µI2, µI3 � èíòåíñèâíîñòè ãèáåëè êëåòîê

I2, I3 âñëåäñòâèå åñòåñòâåííîãî ìåõàíèçìà àïîïòîçà è ïîä âëèÿíèåì âèðóñ-

íîãî çàðàæåíèÿ, αI2, αI3 îòðàæàþò äîëè êëåòîê I1, çàâåðøàþùèõ ïðåáû-

âàíèå â �àçå G1 êëåòî÷íîãî öèêëà è ïðåâðàùàþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî â

êëåòêè I2, I3, αI2+αI3 < 1. Çàïàçäûâàíèå ωI2,k � ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëü-

íîñòü �àç S−G2−M êëåòî÷íîãî öèêëà äëÿ êëåòîê I2,k, ïðåâðàùàþùèõñÿ

ïîñëå äåëåíèÿ â êëåòêè I4,k, çàïàçäûâàíèå ωI3,k � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïå-

ðèîäà äî ïðåâðàùåíèÿ êëåòîê I3,k â êëåòêè I4,k (áåç äåëåíèÿ) ïîñëå ïðî-

õîæäåíèÿ êëåòêàìè I3,k �àçû S è îñòàíîâêè â �àçå G2 êëåòî÷íîãî öèêëà.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 3, C. 74-98

Mat. Trudy, 2024, V. 27, N. 3, P. 74-98



Ïåðöåâ Í.Â. 87

Êîíñòàíòû pI2,k = exp(−λI2,kωI2,k), pI3,k = exp(−λI3,kωI3,k) îçíà÷àþò äîëè

êëåòîê I2,k, I3,k, äîæèâøèõ äî èõ ïðåâðàùåíèÿ â êëåòêè I4,k. Îòìåòèì,

÷òî êîíñòàíòà 1− (αI2,k +αI3,k) ó÷èòûâàåò äîëþ êëåòîê I1,k, çàâåðøàþùèõ

ïðåáûâàíèå â �àçå G1 êëåòî÷íîãî öèêëà è ïðåâðàùàþùèõñÿ â êëåòêè I+,k,

êîòîðûå â ìîäåëè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Â (3.6) µVm
> 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè âèðèîíîâ Vm âñëåäñòâèå ðàçëè÷-

íûõ ïðè÷èí, âêëþ÷àÿ �àêòîðû, îáóñëîâëåííûå íåñïåöè�è÷åñêèì (âðîæ-

äåííûì) èììóíèòåòîì, γVm,j
≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ìèãðàöèîííîãî îòòîêà

âèðèîíîâ Vm èç Nm â Nj, γVm,m
= 0,

∑m

j=1 γVm,j
> 0.

Â (3.7) µI0,m > 0 � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè êëåòîê I0,m âñëåäñòâèå åñòå-

ñòâåííîãî ìåõàíèçìà àïîïòîçà è ïîä âëèÿíèåì âèðóñíîãî çàðàæåíèÿ, êîí-

ñòàíòû γI0,m,j
≥ 0 � èíòåíñèâíîñòè ìèãðàöèîííîãî îòòîêà êëåòîê I0,m èç

Nm â Nj , γI0,m,m
= 0,

∑m
j=1 γI0,m,j

> 0.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2)�(3.9) äîïîëíèì íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ ïå-

ðåìåííûõ (3.1):

V1(t) = V
(0)
1 (t), Vj(t) = 0, 2 ≤ j ≤ m,

I0,k(t) = I1,k(t) = I4,k(t) = 0, 1 ≤ k ≤ m− 1, I0,m(t) = 0, t ∈ [−td, 0], (3.10)

I2,k(t) = I3,k(t) = 0, t ∈ [−td, 0]. (3.11)

Â (3.10), (3.11) êîíñòàíòà td > 0 çàäàåò ìàêñèìàëüíîå çàïàçäûâàíèå, ïî-

ñòðîåííîå ñ ó÷åòîì âñåõ çàïàçäûâàþùèõ ïåðåìåííûõ. Ïîä V
(0)
1 (t) ïîíèìà-

åòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ è ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùàÿ â ìàëîé ëåâîé îêðåñòíîñòè t = 0, V
(0)
1 (0) = V

(∗)
1 > 0.

Òàêàÿ �óíêöèÿ îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíî áûñòðîå ïîñòóïëåíèå âèðèîíîâ

â ïåðâûé ëèì�îóçåë ïîñëå èí�èöèðîâàíèÿ ÷åëîâåêà. Íóëåâûå çíà÷åíèÿ

îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ â (3.10), (3.11) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îòñóòñòâèå

â ëèì�îóçëàõ âèðèîíîâ è êëåòîê óêàçàííîãî òèïà äî ìîìåíòà t = 0 âêëþ-
÷èòåëüíî.

�åøåíèå ñèñòåìû (3.2)�(3.9) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.10), (3.11) ïîíè-

ìàåòñÿ òàêæå, êàê è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2). Ïîñêîëüêó ïåðå-

ìåííûå I2,k(t), I3,k(t), 1 ≤ k ≤ m−1, íå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ ïåðâîãî áëîêà,
òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè (3.2)�(3.7), (3.10). Ïî àíàëîãèè

ñ § 2 ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (3.2)�(3.7), (3.10) èìååò íà ïðîìåæóòêå

t ∈ [0,∞) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

Vk(t), I0,k(t), I1,k(t), I4,k(t), 1 ≤ k ≤ m− 1, Vm(t), I0,m(t),

è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (ïîêîìïîíåíòíî).

Èíòåãðèðóÿ (3.8), (3.9) ïî �îðìóëå âàðèàöèè ïîñòîÿííîé ñ ó÷åòîì íà-

÷àëüíûõ äàííûõ (3.11) è âûïîëíÿÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, ïðèõîäèì
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ê èíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ ïåðåìåííûõ I2,k(t), I3,k(t) ÷åðåç I1,k(t):

I2,k(t) =

∫ ωI
2,k

0

e
−λI

2,k
θ
αI2,kνI1,kI1,k(t− θ)dθ,

I3,k(t) =

∫ ωI
3,k

0

e
−λI

3,k
θ
αI3,kνI1,kI1,k(t− θ)dθ,

1 ≤ k ≤ m− 1, t ≥ 0. (3.12)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.12) ó÷èòûâàþò âêëàä êëåòîê I2,k, I3,k â ÷èñëåííîñòü âñåõ

èí�åêöèîííûõ êîìïîíåíò â ìîìåíò âðåìåíè t. Êðîìå òîãî, (3.12) ïîçâî-

ëÿþò îöåíèòü ïîâåäåíèå I2,k(t), I3,k(t) â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ I1,k(t).

Çà�èêñèðóåì 1 ≤ k ≤ m − 1 è ïðèìåì, ÷òî 0 ≤ I1,k(t) ≤ I
(∗)
1,k , t ∈ [0,∞),

I1,k(t) → 0 ïðè t → +∞, ãäå I
(∗)
1,k � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Èç (3.12)

ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤ I2,k(t) ≤ c2,kI
(∗)
1,k , 0 ≤ I3,k(t) ≤ c3,kI

(∗)
1,k , t ∈ [0,∞),

I2,k(t) → 0, I3,k(t) → 0 ïðè t→ +∞, (3.13)

ãäå êîíñòàíòû c2,k > 0, c3,k > 0 íàõîäÿòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé â (3.12). Ñîîòíîøåíèÿ (3.13) åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì ó÷èòûâàþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áåç ïðèâëå÷åíèÿ óðàâíåíèé

âòîðîãî áëîêà.

3.2. Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ k ≤ m−1 ðàññìîòðèì ãðóïïó óðàâíåíèé ñèñòåìû

(2.2)�(2.5) áåç ó÷åòà ïðèòîêà êîìïîíåíòîâ Vk, I0,k, íî ñîõðàíÿÿ èõ îòòîêè:

dVk(t)

dt
= −(µVk

+
m∑

j=1,j 6=k

γVk,j
+ βT0,k,Vk

T ∗
0,k)Vk(t) + ηVk

I4,k(t), (3.14)

dI0,k(t)

dt
= −(µI0,k +

m∑

j=1,j 6=k

γI0,k,j + βAk,I0,kA
∗
k)I0,k(t)

+ βT0,k,Vk
T ∗
0,kVk(t) + βT0,k ,I4,kT

∗
0,kI4,k(t), (3.15)

dI1,k(t)

dt
= −(µI1,k + νI1,k)I1,k(t) + βAk,I0,kA

∗
kI0,k(t), (3.16)

dI4,k(t)

dt
= −µI4,kI4,k(t) + 2 e−λI2,k

ωI2,kαI2,kνI1,kI1,k(t− ωI2,k)

+ e
−λI3,k

ωI3,kαI3,kνI1,kI1,k(t− ωI3,k). (3.17)
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Îáîçíà÷èì yk(t) = (Vk(t), I0,k(t), I1,k(t), I4,k(t))
T
è ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (3.14)�(3.17) â �îðìå

dyk(t)

dt
= −Bkyk(t) +H

(1)
k yk(t) +H

(2)
k yk(t− ωI2,k) +H

(3)
k yk(t− ωI3,k), (3.18)

ãäå Bk � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè, íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèö H
(1)
k , H

(2)
k , H

(3)
k ïîëîæèòåëüíû.

Ñèñòåìà (3.18) îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé Âàæåâñêîãî èëè ïîçè-

òèâíûì ñèñòåìàì ñ çàïàçäûâàíèåì (ñì. îïðåäåëåíèÿ è êðàòêèé îáçîð â [7℄,

[20℄), äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà íåâûðîæ-

äåííûõ Ì-ìàòðèö. Ââåäåì ìàòðèöó Qk = (q
(k)
ij ), ïîñòðîåííóþ ïî ïðàâûì

÷àñòÿì ñèñòåìû (3.18), à èìåííî:

Qk = Bk −

3∑

j=1

H
(j)
k =




q
(k)
11 0 0 −q

(k)
14

−q
(k)
21 q

(k)
22 0 −q

(k)
24

0 −q
(k)
32 q

(k)
33 0

0 0 −q
(k)
43 q

(k)
44


 , (3.19)

ãäå

q
(k)
11 = µVk

+

m∑

j=1,j 6=k

γVk,j
+ βT0,k,Vk

T ∗
0,k, q

(k)
14 = ηVk

,

q
(k)
21 = βT0,k ,Vk

T ∗
0,k, q

(k)
22 = µI0,k +

m∑

j=1,j 6=k

γI0,k,j + βAk ,I0,kA
∗
k, q

(k)
24 = βT0,k ,I4,kT

∗
0,k,

q
(k)
32 = βAk,I0,kA

∗
k, q

(k)
33 = µI1,k + νI1,k ,

q
(k)
43 = (2 e−λI2,k

ωI2,kαI2,k + e
−λI3,k

ωI3,kαI3,k)νI1,k , q
(k)
44 = µI4,k .

Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (3.18) èìååò òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

yk(t) ≡ 0. Îïèðàÿñü íà ñòðóêòóðó óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.18), ìàòðèöû Qk

è ðåçóëüòàòû [21℄, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì: åñëè detQk > 0,
òî òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ yk(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì, åñëè detQk < 0, òî � íåóñòîé÷èâûì.

Îòìåòèì áåç äåòàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî.

Ïóñòü detQk = 0. Èìååì, ÷òî ïåðâûå òðè ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíî-

ðû ìàòðèöû Qk ïîëîæèòåëüíû è Qk ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöåé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ ∈ R4
, ξ > 0, òàêîé, ÷òî Qkξ = 0. Åñëè y

(0)
k (s) ≥ 0 �

íåïðåðûâíàÿ íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.18), òî ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà ak > 0, òàêàÿ, ÷òî Qk(akξ) = 0, è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

akξ ≥ y
(0)
k (s), s ∈ [−ωk, 0] = [−max{ωI2,k , ωI3,k}, 0].
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Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.15)�(2.17) ìîæíî çàïèñàòü îöåíêè

0 ≤ yk(s) = y
(0)
k (s) ≤ akξ, s ∈ [−ωk, 0], 0 ≤ yk(t) ≤ akξ, t ∈ [0,∞),

èç êîòîðûõ âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

yk(t) ≡ 0.
Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâà detQk > 0, detQk ≤ 0 â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ

îòíîñèòåëüíî êîíñòàíòû

R
(k)
0 =

q
(k)
32 q

(k)
43

(
q
(k)
21 q

(k)
14 + q

(k)
24 q

(k)
11

)

q
(k)
11 q

(k)
22 q

(k)
33 q

(k)
44

, (3.20)

êîòîðóþ íàçîâåì áàçîâûì ðåïðîäóêòèâíûì ÷èñëîì äëÿ êîìïàðòìåíòà Nk.

Ñîîòíîøåíèÿ R
(k)
0 < 1, R

(k)
0 = 1, R

(k)
0 > 1 çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðà-

ìåòðû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ yk(t) ≡ 0
ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, óñòîé÷èâî è íåóñòîé÷èâî.

3.3. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å Êîøè (3.2)�(3.7), (3.10) è ïîëó÷èì äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè åå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Â

äîïîëíåíèå ê ìàòðèöàì Qk, çàäàííûì (3.19), ïîëîæèì, ÷òî

Qm = diag
(
q
(m)
11 , q

(m)
22

)

= diag
(
µVm

+
m∑

j=1,j 6=m

γVm,j
, µI0,m +

m∑

j=1,j 6=m

γI0,m,j

)
, (3.21)

ãäå q
(m)
11 > 0, q

(m)
22 > 0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ym(t) = (Vm(t), I0,m(t)), à ïîä

yk(t), ââåäåííûìè â ï. 3.2, áóäåì ïîíèìàòü âåêòîð-�óíêöèè â âèäå ñòðîê.

Ó÷èòûâàÿ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (3.2)�(3.7), îïðåäåëèì ñîñòàâíóþ ïåðåìåí-

íóþ

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , ym−1(t), ym(t))
T , (3.22)

âêëþ÷àþùóþ ℓ = 4(m− 1) + 2 = 4m− 2 êîìïîíåíò. Îáîçíà÷èì:

γ̂Vj,k
= γVj,k

sup
t∈[0,∞)

{e−λVj,k
(t−hj,k(t))ḣj,k(t)},

γ̂I0,j,k = γI0,j,k sup
t∈[0,∞)

{e−λI0,j,k
(t−hj,k(t))ḣj,k(t)},

1 ≤ j, k ≤ m, j 6= k. (3.23)

Îïèðàÿñü íà (3.22), (3.23), ââåäåì íàáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ìàòðèö:

Qj,k =




γ̂Vj,k
0 0 0

0 γ̂I0,j,k 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , 1 ≤ j, k ≤ m− 1, j 6= k,
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Qm,k =




γ̂Vm,k
0

0 γ̂I0,m,k

0 0
0 0


 , 1 ≤ k ≤ m− 1,

Qj,m =

(
γ̂Vj,m

0 0 0
0 γ̂I0,j,m 0 0

)
, 1 ≤ j ≤ m− 1. (3.24)

Èñïîëüçóÿ (3.23), (3.24), îïðåäåëèì ñîñòàâíóþ ìàòðèöó

Gℓ =




Q1 −Q2,1 −Q3,1 . . . −Qm−1,1 −Qm,1

−Q1,2 Q2 −Q3,2 . . . −Qm−1,2 −Qm,2

−Q1,3 −Q2,3 Q3 . . . −Qm−1,3 −Qm,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−Q1,m−1 −Q2,m−1 −Q3,m−1 . . . Qm−1 −Qm,m−1

−Q1,m −Q2,m −Q3,m . . . −Qm−1,m Qm




.

(3.25)
Îòìåòèì, ÷òî âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû (3.25) íå ïîëîæèòåëü-

íû.

Âñå âûêëàäêè è îöåíêè èç § 2 ïîëíîñòüþ ïåðåíîñÿòñÿ íà ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè (3.2)�(3.7), (3.10) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé (3.22) ñ ó÷åòîì ñòðóê-

òóðû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.2)�(3.7) è ìàòðèöû (3.25). Â

èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ è

�óíêöèé, âõîäÿùèõ â (3.2)�(3.7), è ìàòðèöà Gℓ, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíè-

ÿìè (3.23)�(3.25), ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé Ì-ìàòðèöåé. Òîãäà òðèâèàëü-

íîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y(t) ≡ 0 ñèñòåìû (3.2)�(3.7) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè óñòîé÷èâûì ñ ó÷åòîì âûáîðà íà÷àëüíîé �óíêöèè â �îðìå (3.10).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, óïðîùàþùèå ïðîâåðêó Gℓ íà ïðè-

íàäëåæíîñòü ê ñåìåéñòâó íåâûðîæäåííûõ Ì-ìàòðèö. Âî-ïåðâûõ, íåîá-

õîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ïîäìàòðèöû Q1, Q2, Q3, . . . , Qm−1, çàäàí-

íûå (3.19), ÿâëÿëèñü áû íåâûðîæäåííûìè Ì-ìàòðèöàìè. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî R
(k)
0 < 1 âûïîëíÿëîñü äëÿ êàæäîãî

1 ≤ k ≤ m − 1, ãäå R
(k)
0 çàäàí �îðìóëîé (3.20). Âî-âòîðûõ, èç îïèñàíèÿ

ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé (3.2), (3.3) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: åñëè

γ̂Vj,k
> 0, γ̂I0,j,k > 0 è k 6= m, òî γ̂Vk,j

= 0, γ̂I0,k,j = 0. Ïóñòü, â ÷àñòíîñòè,

γ̂V1,2
> 0, γ̂V1,3

> 0, γ̂I0,1,2 > 0, γ̂I0,1,3 > 0. Òîãäà Q2,1 ≡ 0, Q3,1 ≡ 0, ÷òî
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîâåðêó íà ïîëîæèòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ïîä-

ìàòðèöû 


Q1 −Q2,1 −Q3,1

−Q1,2 Q2 −Q3,2

−Q1,3 −Q2,3 Q3


 .
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Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ äðóãèõ ïîäìàòðèö, âêëþ÷àÿ

ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 4× 4 è áîëåå.
Åñëè äëÿ ñèñòåìû (3.2)�(3.7) çàäàíû ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðà-

ìåòðîâ, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìáèíàöèþ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû. Òàê, âîçìîæíûé ñïîñîá ïðîâåðêè Gℓ íà ïðè-

íàäëåæíîñòü ê ñåìåéñòâó íåâûðîæäåííûõ Ì-ìàòðèö è àëãîðèòì ïîèñêà

ξ ∈ Rℓ
, ξ > 0, Gℓξ > 0, ïðèâåäåíû â [3℄ (ëåììà 2) è [22℄ (ï. 2). Åùå

îäèí ñïîñîá óêàçàí â [23℄, è òðåáóåò èçó÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû,

ïîñòðîåííîé íà îñíîâå Gℓ. Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ìàòðèöû Gℓ è ïðîâåðèòü óñëîâèå òîãî, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíû.

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå îïèñàí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíûõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ êîìïàðòìåíòíûõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëÿöèé íà

îñíîâå ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäû-

âàíèåì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé âàæíûì àñïåêòîì ïðåäñòàâëåííûõ

ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîöåññà ïåðåìåùåíèÿ èíäèâèäóóìîâ

ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèé ìåæäó êîìïàðòìåíòàìè, à òàêæå è ïðîöåññà ïðåáû-

âàíèÿ èíäèâèäóóìîâ â îïðåäåëåííûõ ñòàäèÿõ ñâîåãî ðàçâèòèÿ. Äëÿ êîì-

ïàðòìåíòíîé ìîäåëè äèíàìèêè ÂÈ×-1 èí�åêöèè òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè,

îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå ëèì�û ìåæäó ëèì�îóçëàìè. Âìåñòå ñ òåì, ïðèìå-

íåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü äëèòåëüíîñòè

ïåðåìåùåíèé êëåòîê è âèðèîíîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ëèì�îóçëàìè [24℄, [25℄.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè (3.2)�(3.9), (3.10), (3.11) äîïóñêàåò åñòå-

ñòâåííîå ðàçâèòèå, îñíîâàííîå íà áîëåå äåòàëüíîì è ãëóáîêîì îïèñàíèè

ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â îòäåëüíî âçÿòîì ëèì�îóçëå. Òàê, íàïðèìåð,

ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííàÿ â [17℄, ñîäåðæèò îäèííàäöàòü ïåðåìåííûõ, íî èñ-

ñëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Åñëè ìîäåëü èç [17℄ èñïîëüçî-

âàòü âìåñòî ñèñòåìû (3.14)�(3.17), òî ïîñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå âûêëàä-

êè ïðèâåäóò ê ìàòðèöå Ĝℓ, êîòîðàÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò Gℓ áîëåå ïëîòíî

çàïîëíåííûìè ìàòðèöàìè Q̂k � àíàëîãàìè ìàòðèö Qk, 1 ≤ k ≤ m−1. Àíà-
ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è â ñëó÷àå, êîãäà â îòäåëüíî âçÿòîì ëèì�î-

óçëå ÿâíî ó÷èòûâàþòñÿ êîìïîíåíòû èììóííîãî îòâåòà, è ìîäåëü äèíàìèêè

ÂÈ×-1 èí�åêöèè ïðåäñòàâëåíà â �îðìå íåëèíåéíîé ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì [26℄. Â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ

ñëó÷àåâ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2, íî ïðîâåðêà Ĝℓ íà ïðèíàäëåæ-

íîñòü ê ñåìåéñòâó íåâûðîæäåííûõ Ì-ìàòðèö ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ

âûêëàäîê, âêëþ÷àÿ ÷àñòíûå íåðàâåíñòâà, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.
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Â çàâåðøåíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäðîáíîãî èññëåäîâàíèÿ êîìïàðò-

ìåíòíîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ ÂÈ×-1 èí�åêöèè íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ è ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì. Çäåñü ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [27℄�[29℄ è ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ ññûëêè íà

ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîìïëåêñû ïðîãðàìì.
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