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Àííîòàöèÿ

Èññëåäîâàíî ñòðîåíèå �àçîâîãî ïîðòðåòà òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
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è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, ëåæàùåé â äîïîëíåíèè ê îáëà-

ñòè ïðèòÿæåíèÿ ýòîé òî÷êè.
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Abstrat

We study the struture of the phase portrait of a three-dimensional

dynamial system simulating the funtioning of a simple moleular

repressilator. The existene of a unique asymptotially stable equilibrium

point is proven. Conditions for the existene and stability of a losed

trajetory lying in the omplement to the domain of attration of this point

are obtained.

Keywords
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� 1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îáíàðóæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è èññëåäîâàíèå èõ íà åäèíñòâåí-

íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ãëàâíûõ ïðîáëåì êà÷åñòâåííîé

òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàæå â íåáîëüøèõ

ðàçìåðíîñòÿõ âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé

íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ñì. [1, 2℄. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè

ïðîñòåéøèõ ìîëåêóëÿðíûõ ðåïðåññèëÿòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå òðåõ-

ìåðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé áèîõèìè÷åñêîé êèíåòèêè:

dx1

dt
= k1(L1(x3)− x1);

dx2

dt
= k2(L2(x1)− x2);

dx3

dt
= k3(L3(x2)− x3); (1)

ãäå xj(t) � êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò êîëüöåâîé ãåííîé ñåòè, kj � ïîëî-

æèòåëüíûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ,

�óíêöèè Lj(w) ìîíîòîííî óáûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì ðå-

ãóëÿòîðíûì ñâÿçÿì ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñåòè. Çäåñü è â äàëüíåéøåì

j = 1, 2, 3 è ñ÷èòàåì, ÷òî j − 1 = 3 ïðè j = 1.
Ìîäåëè ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè èçó÷àëèñü â áîëüøîì êîëè÷å-

ñòâå ïóáëèêàöèé, íàïðèìåð, [1, 3, 4℄. Ñèñòåìû âèäà (1) ñ ¾îäíîñòóïåí-

÷àòûìè¿ �óíêöèÿìè Lj(w) è èõ ìíîãîìåðíûå àíàëîãè ðàññìàòðèâàëèñü â
[3, 5, 6℄, ãäå áûëè óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè

è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, à òàêæå îïèñàíû ãîìåîìîð�íûå

òîðàì èíâàðèàíòíûå îêðåñòíîñòè ýòèõ êðèâûõ. Ïîäîáíûå äèíàìè÷åñêèå
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ñèñòåìû ñ ìíîãîñòóïåí÷àòûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè øèðîêîãî êðóãà ìîëåêóëÿðíî-ãåíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, ñì. [7℄, ãäå òàêæå

áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ÷èñëî ïîðîãîâ â ìîäåëè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷èñëà

êîìïîíåíò ãåííîé ñåòè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [8℄ áûëà îïèñàíà ¾äâóõñòó-

ïåí÷àòàÿ¿ ðåãóëÿòîðíàÿ ñâÿçü â �óíêöèîíèðîâàíèè áàêòåðèî�àãà ëÿìáäà.

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè êà÷åñòâåííûõ

ðàçëè÷èé ìåæäó ñèñòåìàìè ñ ¾îäíîñòóïåí÷àòûìè¿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, êî-

òîðûå èçó÷àëèñü ðàíåå, è ñèñòåìàìè ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ïîðîãîâ íà ïðèìåðå

ñèñòåì âèäà (1) ñ ¾äâóõñòóïåí÷àòûìè¿ �óíêöèÿìè Lj(w). Îñîáîå âíèìà-
íèå áóäåò óäåëåíî âûÿâëåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ â �àçîâîì ïîðòðåòå

ñèñòåìû áóäåò íàáëþäàòüñÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, òî åñòü öèêë.

� 2. Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü ñ äâóõñòóïåí÷àòîé

ïðàâîé ÷àñòüþ

�àññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê xj

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó:

dx1

dt
= L(x3)− x1;

dx2

dt
= L(x1)− x2;

dx3

dt
= L(x2)− x3; (2)

ãäå L � äâóõñòóïåí÷àòàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(w) =











2c, w ∈ [0, c− ε);

c, w ∈ [c− ε, c+ ε);

0, w ∈ [c+ ε,+∞);

0 < ε < c. Äëÿ íà÷àëà ìû ðàññìàòðèâàåì ñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû êàê

íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ìîäåëåé èññëåäóåìûõ ãåííûõ ñåòåé ñ öåëüþ â äàëü-

íåéøåì ðàñïðîñòðàíèòü ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû íà ñèñòåìû áîëåå

îáùåãî âèäà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [5, 9℄ äëÿ ñèñòåì ñ îäíîñòóïåí÷àòûìè

�óíêöèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî êóá Q = [0, 2c] × [0, 2c] × [0, 2c] ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íî èíâàðèàíòíîé îáëàñòüþ, òî åñòü òðàåêòîðèè âñåõ åãî òî÷åê ñ ðîñòîì t
îñòàþòñÿ âíóòðè Q. Ýòîò �àêò óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé çíà-

êîâ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöàõ êóáà, ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèëèñü â

[10, 11℄. �àçîáüåì ýòîò êóá ïëîñêîñòÿìè âèäà xj = c− ε è xj = c+ ε íà 27
áëîêîâ, êîòîðûå áóäåì íóìåðîâàòü ìóëüòèèíäåêñàìè {s1s2s3} ïî ïðàâèëó:

sj =











0, xj ∈ [0, c− ε);

1, xj ∈ [c− ε, c+ ε);

2, xj ∈ [c+ ε, 2c].

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 1, C. 5-15

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 1, P. 5-15



8 Îá óñòîé÷èâîñòè íåëîêàëüíûõ êîëåáàíèé

Ïðè ýòîì â êàæäîì òàêîì áëîêå ñèñòåìà ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä, ÷òî ïîç-

âîëÿåò âûïèñàòü òî÷íîå ðåøåíèå. Òàê, íàïðèìåð, â áëîêå {210} ñèñòåìà
è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (x1(0), x2(0), x3(0)) ∈ {210}
âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:











ẋ1 = 2c− x1;

ẋ2 = −x2;

ẋ3 = c− x3;











x1(t) = 2c− (2c− x1(0))e
−t;

x2(t) = x2(0)e
−t;

x3(t) = c− (c− x3(0))e
−t.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òðàåêòîðèè âíóòðè áëîêà ïðÿìîëèíåéíû, à èõ ïðî-

äîëæåíèÿ ñ ðîñòîì t ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå (2c, 0, c). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-

äåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî áëîêà è äàþò ïðåäñòàâëåíèå î

ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû â öåëîì. Îäíèì èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé �àêò:

Ëåììà. Áëîê {111} ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîé îáëàñòüþ

ñèñòåìû (2) è ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó S = (c, c, c)
ñèñòåìû. Òî÷êà S ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó, ñîñòàâëåííóþ èç 12-òè áëîêîâ:

{220} −−−→ {210} −−−→ {200} −−−→ {201} −−−→ {202}
x









y

{120} {102}
x









y

{020} ←−−− {021} ←−−− {022} ←−−− {012} ←−−− {002}

(3)

Îáîçíà÷èì çà W îáúåäèíåíèå ýòèõ áëîêîâ, è ïóñòü F0 = {120} ∩ {220},
F1 = {220}∩ {210} è òàê äàëåå äî F12 = F0. Ñòðåëêè äèàãðàììû îïèñûâà-

þò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷åê èç îäíîãî áëîêà â ñîñåäíèé, à êîìïîçèöèÿ

ñäâèãîâ òî÷åê âäîëü èõ òðàåêòîðèé âíóòðè êàæäîãî áëîêà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Π : F0 → F0. Äîêàæåì, ÷òî ó ýòîãî îòîá-

ðàæåíèÿ åñòü åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðè óñëîâèè 3ε < c, ÷òî
ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2).

Çäåñü è âñþäó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå òðàåêòîðèè, êîòî-

ðûå íå ïåðåñåêàþò ðåáðà áëîêîâ.

Ââåäåì â êàæäîé îáùåé ãðàíè áëîêîâ äèàãðàììû (3) íîâóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò OkUkVk ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• íà ãðàíè F0 íà÷àëî êîîðäèíàò O0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (c+ε, c+ε, c−ε),
îñü O0U0 íàïðàâëåíà ïðîòèâ îñè Ox3, îñü O0V0 ñîíàïðàâëåíà ñ îñüþ

Ox2. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ãðàíü F0 çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ U0 ≤
c− ε è 0 ≤ V0 ≤ c− ε;
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• íà ãðàíè F1 íà÷àëî êîîðäèíàò O1 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O0, îñü O1U1

ñîâïàäàåò ñ O0U0, îñü O1V1 ïàðàëëåëüíà îñè Ox1;

• íà ãðàíè F2 íà÷àëî êîîðäèíàò O2 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (c+ε, c−ε, c−ε),
îñü O2U2 ïàðàëëåëüíà O1U1, îñü O2V2 ïàðàëëåëüíà îñè Ox1;

• íà ãðàíè F3 íà÷àëî êîîðäèíàò O3 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O2, îñü O3U3

íàïðàâëåíà ïðîòèâ îñè Ox2, îñü O3V3 ñîâïàäàåò ñ O2V2;

• íà ãðàíè F4 íà÷àëî êîîðäèíàò O4 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (c+ε, c−ε, c+ε),
îñü O4U4 ïàðàëëåëüíà O3U3, îñü O4V4 ïàðàëëåëüíà îñè O3V3.

Â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû (2) è äèàãðàììû (3) íà îñòàëüíûõ ãðàíÿõ íî-
âûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, è O12U12V12 åñòü â

òî÷íîñòè O0U0V0. Ñäâèãè òî÷åê ãðàíè Fk äî ãðàíè Fk+1 âäîëü èõ òðàåêòî-

ðèé îïèñûâàþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè:

• Ïåðåõîä F0 → F1:

U1 =
(

U0(c+ ε) + V0(c− ε)
)

(c+ ε+ V0)
−1; V1 = V0(c− ε)(c+ ε+ V0)

−1.

• Ïåðåõîä F1 → F2:

U2 =
(

U1(c− ε)− 2ε2
)

(c+ ε)−1; V2 = (V1 + 2ε)(c− ε)(c+ ε)−1.

• Ïåðåõîä F2 → F3:

U3 = U2(c− ε)(c+ ε+U2)
−1; V3 =

(

V2(c+ ε)+U2(c− ε)
)

(c+ ε+U2)
−1.

• Ïåðåõîä F3 → F4:

U4 = (U3 + 2ε)(c− ε)(c+ ε)−1; V4 =
(

V3(c− ε)− 2ε2
)

(c+ ε)−1.

Åñëè U∗

0 , V
∗

0 � ðåøåíèå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

U0 = U4, V0 = V4, (4)

òî U∗

0 = U∗

12, V ∗

0 = V ∗

12, òî åñòü òî÷êà M∗ = (c + ε, c+ ε+ V ∗

0 , c− ε − U∗

0 ) â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

Π, à åå òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë ñèñòåìû (2). Äàëåå áóäåì

îïóñêàòü íèæíèé èíäåêñ ¾0¿.

�åøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ ãèïåðáîë:

A11U
2+2A12UV +A1U+A2V+A0 = 0; 2B12UV +B22V

2+B1U+B2V+B0 = 0;

ãäå
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A11 = (c+ ε)2(c− ε),
A12 = c2(c+ ε),
A1 = 2ε(c+ ε)2(2c− ε),
A2 = −(c4 − ε4),
A0 = −2cε(c+ ε)2(c− ε);

B12 = 0.5(c+ ε)2(c− ε),
B22 = 2c2(c+ ε),
B1 = −(c2 − ε2)(c2 − 2cε− ε2),
B2 = 8c3ε− (c− ε)2(c+ ε)2,
B0 = −2ε(c+ ε)(c3 − 3c2ε− cε2 + ε3);

ïðè÷åì ýòè òî÷êè äîëæíû ëåæàòü âíóòðè ãðàíè F0, òî åñòü (U∗

0 , V
∗

0 ) ∈ K,

ãäå êâàäðàò K = (0, c − ε) × (0, c − ε). Áóäåì íàçûâàòü ïåðâóþ êðèâóþ

ãèïåðáîëîé A, à âòîðóþ � ãèïåðáîëîé B.
Íåñëîæíî íàéòè àñèìïòîòû äàííûõ êðèâûõ â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ãèïåð-

áîëû A ïîëó÷àåì:

α1 : U = −0.5A2A
−1

12 , α2 : A11U + 2A12V = 0.5A2A11A
−1

12 − A1,

è äëÿ ãèïåðáîëû B:

β1 : V = −0.5B1B
−1

12 , β2 : B22V + 2B12U = 0.5B1B22B
−1

12 − B2,

ïðè÷åì ïðÿìûå α2 è β2 ïàðàëëåëüíû è íå ïåðåñåêàþò ðàññìàòðèâàåìóþ

îáëàñòü. Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε ∈ (0, c) âåðòèêàëüíàÿ àñèìï-

òîòà α1 ïðîõîäèò ñòðîãî âíóòðè êâàäðàòà K, à ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà

β1 ïðîõîäèò íèæå óðîâíÿ V = c − ε è ïðè ε > c(1 +
√
2)−1

íå ïîïàäàåò â

êâàäðàò, ñì. ðèñ. 1. Ïðè óñëîâèè 3ε < c ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãèïåðáîë âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, èíà÷å òàêèõ

òî÷åê íåò. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû:

Òåîðåìà 1. Åñëè 3ε < c, òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåí-
íóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ â îáëàñòè W . Ïðè ýòîì â

áëîêå {111} ñîäåðæèòñÿ óñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà S = (c, c, c).
Âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè öèêëà âî âñåì êóáå Q òðåáóåò îòäåëüíîãî èçó-

÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îáëàñòè Q \W .

� 3. Óñòîé÷èâîñòü íàéäåííîãî öèêëà

�àññìîòðèì ìàòðèöó ßêîáè J =
∂(U4, V4)

∂(U0, V0)
â òî÷êå (U∗

0 , V
∗

0 ):

J = a2 ·
(

a ab
b b2 + a

)

;

ãäå

a = (c− ε)(c+ ε+ V ∗

0 )
−1, b = (c− ε− U∗

0 )(c+ ε+ V ∗

0 )
−1.

×òîáû äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü íàéäåííîãî â îáëàñòè W öèêëà, äîñòàòî÷-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû J âåùåñòâåííû, ïîëî-

æèòåëüíû è ìåíüøå åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî det J = a6 < 1. Òîãäà èç
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�èñ. 1: Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ãèïåðáîë â êâàäðàòå K, ãäå c = 3, ε = 0.5. Êðè-
âàÿ ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé � ãèïåðáîëà A, êðèâàÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé
àñèìïòîòîé � ãèïåðáîëà B.

òåîðåìû Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà äëÿ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîý��èöè-

åíòàìè, ñì. [12℄, ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííûå, ïðîñòûå

è ïîëîæèòåëüíûå, à ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâó-

åò ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî

íàèìåíüøåå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îáÿçàíî áûòü ìåíüøå åäèíèöû, îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî λmax < 1.
Ïðåäñòàâèì λmax â ñëåäóþùåì âèäå:

λmax =
(

0.5a(
√
b2 + 4a + b)

)2
.

Òîãäà íåîáõîäèìîå íàì íåðàâåíñòâî 0.5a(
√
b2 + 4a + b) < 1 ýêâèâàëåíòíî

óñëîâèþ íà (U∗

0 , V
∗

0 ):

(c+ ε+ V ∗

0 )
3 + (c− ε)U∗

0V
∗

0 + (c2 − ε2)U∗

0 − (c− ε)2V ∗

0 − 2c(c− ε)2 > 0,

êîòîðîå âûïîëíåíî ïðè ëþáîì 0 < ε < c/3. Äîêàæåì ýòî.

Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî

(c+ ε+ V )3 + (c− ε)UV + (c2 − ε2)U − (c− ε)2V − 2c(c− ε)2

> (c+ ε+ V )3 − (c− ε)2V − 2c(c− ε)2
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= V 3 + 3(c+ ε)V 2 + 2(c2 + 4cε+ ε2)V + (c+ ε)3 − 2c(c− ε)2

> 2(c+ ε)2V + (c+ ε)3 − 2(c+ ε)(c− ε)2.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ �óíêöèÿ îò V âîçðàñòàåò è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè Vc

= (c − ε)2(c + ε)−1 − 0.5(c + ε). Åñëè ïîêàæåì, ÷òî Vc < V ∗

0 , òî íóæíîå

íàì íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì Vc â óðàâíåíèå

äëÿ ãèïåðáîëû B è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå Uc = −ε · (2c3+
c2ε − 12cε2 + 5ε3)(c3 + c2ε − 5cε2 + 3ε3)−1

. Òî÷êà (Uc, Vc) ëåæèò íà îäíîé

âåòâè ãèïåðáîëû ñ òî÷êîé (U∗

0 , V
∗

0 ) â ñèëó Vc < −0.5B1B
−1

12 =
(

(c − ε)2 −
2ε2

)

(c + ε)−1
, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó c − ε > 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî èç 3ε < c ñëåäóåò Uc < 0. Êàê õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 1, îòðèöàòåëüíûì
çíà÷åíèÿì U íà ýòîé âåòâè ãèïåðáîëû B ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ
V , ÷åì â êâàäðàòå K, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òàêèì ñïîñîáîì áûëà

ïîëó÷åíà

Òåîðåìà 2. Åñëè 3ε < c, òî â îáëàñòèW äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) èìå-
åò åäèíñòâåííóþ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ. Ýòà òðàåêòîðèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíà

è óñòîé÷èâà.

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Íàéäåííûé öèêë íàçûâàþò íåëîêàëüíûì êîëåáàíèåì, òî åñòü �àçîâîé

òðàåêòîðèåé, ðàñïîëîæåííîé äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ïîäðîáíåå ñì. [2, 13℄.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñèñòåìû áîëåå

îáùåãî âèäà, â ÷àñòíîñòè, ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ïîðîãîâ, ñì. [11℄, ïðè ýòîì

íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ÷èñëà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â �àçîâîì ïîðòðå-

òå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. �àíåå ðåçóëüòàòû î íååäèíñòâåííîñòè öèêëîâ

àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì ñ îäíîñòóïåí÷àòûìè èëè ãëàäêèìè �óíêöèÿìè â ïðà-

âûõ ÷àñòÿõ áûëè ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ ðàçìåðíîñòåé, íà÷èíàÿ ñ ïÿòè, ñì.

[6, 14℄.
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